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2 DYNAMIKA DIFERENCNICH ROVNIC PRVNIHO RADU

1 Dynamika diferenc¢nich rovnic
prvniho radu

1.1 Uvod

Diferencni rovnice obvykle popisuji vyvoj ur¢itych jevi v pribéhu casu. Napiiklad jestlize
urc¢itd populace je popsana diskrétné, pak hodnota (n + 1)-té generace x(n + 1) je funkci
n-té generace x(n). Tento vztah lze vyjadiit pomoci diferenéni rovnice

z(n+1) = f(z(n)). (1.1)

Na tuto problematiku se miizeme podivat i z jiného tthlu pohledu. Za¢néme od bodu x,
od kterého je tvofena nasledujici posloupnost

Lo, f($0)7 f(f(xo))7f(f(f(x0)))7 B

Pro zjednodusSeni mtizeme pouzit zapis

F(xo) = F(f (o)), f2(z0) = F(f(f(20))), ...

f(x0) je nazyvéna prvni iteraci bodu xq, f?(x¢) je nazgvana druhou iteraci bodu zy a
obecnéji f™(xg) je n-tou iteraci bodu xy. Mnozina vsech (kladnych) iteraci { f"(zo);n > 0}
je nazyvana (kladnou) orbitou bodu ¢, a je oznacovana jako O (xzg). Tento iteracni
postup je piikladem diskrétniho dynamického systému. Necht z(n) = f"(x,), pak
plati, ze
z(n+1) = f"(wo) = f(f"(20)) = [ (x(n))

a tim se opét dostavame k rovnici (1.1). V&imnéme si, ze z(0) = f°(zo) = zo.

Je-li funkce f v rovnici (1.1) nahrazena funkei g dvou proménnych, potom je g : Z*
+ xR = R, kde Z" je mnozina kladnych celych ¢isel a R je mnozina redlnych ¢isel. Pak
plati, ze

z(n+1) = g(n,z(n)). (1.2)

Rovnice (1.2) se nazyva neautonomni nebo ¢asové zavisla, zatimco rovnice (1.1) se na-
zyva autonomni nebo také ¢asové neménna. Studium rovnice (1.2) je mnohem slozitéjsi.
Jestlize je dana pocéateéni podminka z(ng) = xo, pak pro n > ny existuje jediné feseni
z(n) = x(n,ng,xo) rovnice (1.2) takové, ze x(ng,ng, o) = xo. Toto miZe byt snadno
dokézano pomoci iteraci. Nyni

z(no 4+ 1,n0,20) = g (no,x(no))
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x(ng + 2,n9,x9) =

g
g

z(no + 3,n0,20) = ¢g(no+2,x(ng + 2))
= g(no+2,9(no+1,9(no,x0))) .

A induktivné dostavame

z(n,ng, o) = g (n — 1, x(n — 1,n0, 20)) .

1.2 Linearni diferen¢ni rovnice prvniho radu

V této Casti se budeme zabyvat jednoduchymi specidlnimi pfipady rovnic (1.1) a (1.2),
konkrétné linearnimi rovnicemi. Linearni homogenni rovnice prvniho fadu je dana
vztahem

z(n+1)=a(n)z(n), x(ng)=x9, n>ng>0 (1.3)

a pridruzena nehomogenni rovnice je
y(n+1) =a(n)y(n) +gn), ylng) =y, n>ng>0 (1.4)

pficemz pro obé dvé rovnice se predpoklada, ze a(n) # 0, a(n) a g(n) jsou realné hodnoty
funkci definované pro n > ng > 0.
Reseni rovnice (1.3) je mozné ziskat jednoduchou iteraci.

z(ng+1) = a(ng)z(ng) = a(no) xo,
x(ng+2) = a(no+1)z(ng+1) = a(ng+ 1) a(ng) xo,
x(ng+3) = alng+2)x(ng+2) = a(ng+ 2) a(ng + 1) a(ng) xo.

Plati

z(n) = x(ng+mn—ng)

= a(n—1)a(n—2)---a(ng) xo
- (H a(i)) . (1.5)

Jediné feseni nehomogenni rovnice (1.4) mtze byt nalezeno jako:

y(no+1) = a(no) yo + g(no),
y(no+2) = a(no+1)y(no+1)+g(no+1)
= a(no + 1) a(no) yo + a(no + 1) g(no) + g(no + 1).

Nyni pomoci matematické indukce ukdzeme, Ze pro vSechna n € Z™,

y(n) = (1:[ a(%’)) Yo + Z_: ( 1:[ a(i)) g(r)- (1.6)

i=ng r=ng \i=r+1
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Nize pouzijeme defini¢ni vztahy [] ppra(i) =1a S 1 a(i) = 0.

K ovéfeni spravnost vzorce (1.6) predpokladame, Ze plati n = k. Potom po dosazeni do
rovnice (1.4) dostaneme rovnici y(k + 1) = a(k) y(k) + g(k), kterou pomoci vztahu (1.6)
nahradime za

y(k+1) = a(k) (l:[ a(@')) Yo+ Z ( H (i)> g(r) +9(k)

= (Ha )yo+Z<H )WH(}H a(l’))f}(k)
_ (Ha )yo+z<n )gm.

Z toho diivodu vzorec (1.6) plati pro v8echna n € Z7.

1.2.1 Specialni pripady

Zde jsou uvedeny dva specidlni pfipady rovnic (1.4), které jsou dilezité v mnoha aplika-
cich.
Prvni rovnice je dana nasledujicim vztahem

y(n+1) =ay(n) +g0), y(0) =1y (1.7)

Uzitim vzorce (1.6) mtzeme urcit, ze

n—1
y(n) =a"yo+ »_ a" (k). (1.8)
k=0
Druhé rovnice je
y(n+1) =ay(n) +b, y(0) = yo. (1.9)
Pomoci vztahu (1.8) ziskame
n a"—1\
o= { o2 ) e w0

Nyni si uvedeme nékteré praktické priklady vyuzivajici vyse uvedenych vzorci.
Piiklad 1.1. Reste rovnici

yin+1)=m+1yn)+2"(n+1), y0) =1, n>0.
Reseni

y(n) = hz—l—l—i—Z(h >2(k+1)

k=0 \i=k+1

= n!+Zn!2k = n'+n'22_11 =2"nl.
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Priklad 1.2. Najdéte feSeni rovnice
z(n+1)=2x(n)+3", z(1)=0.5.

Reseni. Z (1.8) dostaneme

n—1 n—1
x<n) — % 277,—1 + Z 2n—1€—1 3/4: _ 2n—2 + 2n—1 Z (%)k
k=1 k=1

n—2 n—1 3 (%)n_l —1 n—2 n—1 3\n—1
2
— 2n72 + 3(3%71 - 2n71) — 37L - 5 . 2n72 )

Priklad 1.3. Lék je podavan kazdé ¢tyfi hodiny. Necht D(n) je mnozstvi 1éku v krevnim
systému v n-tém intervalu. Télo vylouc¢i urcitou c¢ast 1éku p v kazdém casovém intervalu.
Je-li poddvana davka léku oznacena jako Dy, najdéte D(n) a lim, ., D(n).

Reseni. Protoze je ddvka léku v pacientové krevnim systému v ¢ase (n+1) rovna mnozstvi
v ¢ase n minus zlomek p, charakterizujici vyluc¢ovani z téla, plus nova davka Dy, dostavame
nasledujici rovnici:

D(n+1) = (1 - p)D(n) + Dy,

Pomoci vztahu (1.10) dostavame
D D
D(n) = (DO——O) (1—p)"+ =
D p

Proto

lim D(n) = 20 (1.11)

n—oo p

Necht Dy = 2 em?, p = 0.25.

Po dosazeni do ptvodni rovnice dostavame
D(n+1)=0.75D(n)+2, D(0)=2.

Nésledujici tabulka udéava D(n) pro 0 < n < 10.

n 0] 1 2 3 4 5 6 718 9 10
D(n) | 2|35 |4.62|547|6.1|6.58|6.93|7.2|74]|755]|7.66

Z rovnice (1.11) vyplyvd, ze lim, ,,, D(n) = 8, kde D* = 8 cm?® je rovnovazné
mnozstvi léku v téle.

Priklad 1.4. (Amortizace). Amortizace je proces, pfi kterém je pujcka splacena v
posloupnosti pravidelnych plateb. Kazda platba se sklada ze dvou ¢asti, tj. z urcité casti
nesplacené piijcky a z ¢asti vzniklého droku.

Necht p(n) vyjadiuje zbytek nesplaceného dluhu n-té platby g¢(n). Pfedpokladejme,
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ze hodnota tiroku ¢ini ¢ast r za dané platebni obdobi.

Formulace naseho modelu je zde zaloZena na skutecnosti, Ze nesplacend ptjcka p(n + 1)
po splaceni (n + 1)-té platby je rovna nesplacené pujcéce p(n) po n-té platbé plus trok
rp(n) odpovidajici (n + 1)-té periodé minus n-ta platba g(n). Potom

p(n+1) = p(n)+rp(n)—g(n) nebo

pn+1) = (L+r)p(n) —gn), pO) = po (1.12)

kde pg je pocatecni dluh. Z rovnice (1.8) dostavame

3
-

p(n) = (1+7)"po— ) (1+r)"""g(k). (1.13)

B
Il

Ve skutecnosti ¢astka g(n) je konstantni a ozna¢me si ji 7. Po tpravé dostaneme

p() = (1+1)"po — (14 7)" — 1) (;) . (1.14)

Pokud bychom chtéli splacet dluh v presné stanovenych n platbach, jak velka by byla mé-
si¢ni ¢astka platby 77 Nejprve si vSimnéme, ze p(n) = 0. Poté z rovnice (1.14) dostaneme

r

T'=py — .
Po 1—(1+r)"
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1.3 Rovnovazny bod

Pojem rovnovazného bodu (stavu) je centralnim pojmem pii studiu dynamiky jakéhokoliv
dynamického systému. Vyuziva se v mnoha aplikacich jako v biologii, ekonomii, fyzice,
strojirenstvi atd. Je Zadouci, aby vSechny stavy (feSeni) daného systému mély tendenci
konvergovat k jejich rovnovaznému stavu (bodu). To je pfedmétem studie teorie stability.
Jde o téma, které mé velky vyznam pro védce a inzenyry. Nyni si formalné definujeme
rovnovazny bod.

Definice 1.5. Bod z* v oblasti f se nazyvd rovnovazny bod rovnice (1.1) pokud je
pevnym bodem zobrazeni f, tj., f(z*) = z*.

Vidime, ze x* je konstantnim reSenim rovnice (1.1), protoZe pokud x(0) = x* je pocé-
tecni bod, potom z(1) = f(z*) = 2* a 2(2) = f(z(1)) = f(2*) = x*, a tak dale.

Graficky je rovnovazny bod x vyjadien soutradnicemi bodu, ve kterém kiivka f protina
ptimku y = z (Obr. 1.1). Napftiklad nésledujici rovnice mé t¥i rovnovazné body:

z(n+1) = (z(n))”.

Zde je f(xr) = 2. Abychom nasli tyto rovnovazné body, fesime vztah f(z*) = z* tj.,

23 = x. T¥i rovnovazné body jsou —1,0,1 (Obr. 1.1).

y=X

x5=0 x}§= 1 X

Obr. 1.1: Rovnovazné body funkce f(x) = 3.

Nyni upozornéme na jev, ktery pro diferencidlni rovnice nastat nemtze, ale miize
nastat v pripadé diferenc¢nich rovnic. Jde o feseni, které nemusi byt rovnovaznym bodem,
ale miize do rovnovazného stavu piejit po nékolika iteracich. Jinymi slovy, nerovnovazny
stav mize prejit nakonec v rovnovazny stav. To néas vede k nasledujici definici.
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Definice 1.6. Nechf je ddno x z defini¢niho oboru f. Pokud existuje celé ¢islo r a rov-
novazny bod x* rovnice (1.1) tak, ze

fr(flf) — x*7 f?ul(x) 7é SL’*,
pak r nazyvame potencialné rovnovaznym bodem.

Piiklad 1.7. (Stanové zobrazeni). Uvazujme rovnici
z(n+1) =T(z(n))

kde

] 2z for OSxS%
T(x)—{ 2(1—x) for T <z <1

Rovnovazné body jsou 0, a 2/3. Hledani rovnovazného bodu algebraicky neni jednoduché.
Pokud z(0) = 1, potom z(1) = 3, z(2) = 1, a 2(3) = 0. Tedy 1 je potencidlné rovno-
vaznym bodem. Muzeme si ukazat, ze pokud x = k/2", kde k a n jsou kladna cela ¢isla,
0 < k/2™ < 1, pak = je potencidlné rovnovaznym bodem.

y=x

X} 12 X3 1 X

Obr. 1.2: Pevny bod stanového zobrazeni (Pf. 1.7)

Jednim z hlavnich cild teorie diskrétnich rovnic je studium vlastnosti feSeni v blizkosti
rovnovaznych bodi. Toto studium tvofi takzvanou teorii stability.

Definice 1.8. (a) Rovnovazny bod z* rovnice (1.1) je stabilnim (Obr. 1.3) pokud
pro libovolné € > 0, existuje § > 0 tak, Ze nerovnost |ry — z*| < ¢ implikuje

| f™(z0) — *| < € pro vSechna n > 0. Pokud bod z* neni stabilni, pak je nazyvan
nestabilnim (Obr. 1.4)
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(b) Bod z* se nazyva odpuzujicim rovnovaznym bodem, pokud existuje € > 0 tak, Ze
nerovnost
0 < |zg — 2| < € implikuje |f(zg) — z*| > |xo — 27|

nebo
0 < |zg — 2*| < e implikuje |z(1) — z*| > |2(0) — 2*| (Obr.1.5)

(c) Bod z* je asymptoticky stabilnim rovnovaznym bodem, pokud je stabilni a exis-
tuje n > 0 tak, ze

0 < |zg — 2*| < n implikuje lim x(n) = 2* (Obr.1.6)
n—o0

Pokud 1 = oo, pak je bod z* globdlné asymptoticky stabilnim (Obr. 1.7).

0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 n

Obr. 1.3: Stabilni bod z*. Pokud je z(0) je v §-okoli z*, potom je z(n) v e-okoli z* pro
libovolné n > 0.

Urceni stability rovnovazného bodu podle vyse uvedené definice se v mnoha ptipa-
dech mtze ukazat jako nesplnitelny tikol. To je zptsobeno tim, Ze nemusime byt schopni
najit feseni v uzavieném tvaru. V nasledujici ¢asti ukadzeme na piikladu chovani feseni
rovnice (1.1) v blizkosti rovnovaznych bodu.
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0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 n

Obr. 1.4: Nestabilni bod z*. Existuje-li € > 0 takové, ze bez ohledu na to jak blizko je
z(0) k x*, bude existovat N takové, ze x(NN), ze vzdaleno alespoii o € od z*.

0 12 3 456 7 8 910 n

Obr. 1.5: Odpuzujici bod z*. Existuje-li e > 0 takové, ze pokud je z:(n) v e-okoli x*, potom
je #(n + 1) vice vzdaleno of z* nez x(n).
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0 1 2 3 45 6 7 8 9 10 n

Obr. 1.6: Asymptoticky stabilni bod z*. Je stabilni a pokud z(0) je v n-okoli z*, potom

lim,, o x(n) = x*.

x(n)
x;(0)
<
© 152
o e e
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 n
X,(0) ¢

Obr. 1.7: Globalné asymptoticky stabilni bod z*. Je stabilni a lim, .., z(n) = z* pro
vSechna z(0).
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1.3.1 Ekonomicka aplikace

Priklad 1.9. Pavucinovy jev. Studujme ocetiovani nékterych komodit. Necht S(n) je
poctem jednotek dodanych v obdobi n, D(n) je pocet jednotek pozadovanych v obdobi
n, a p(n) je cena jednotky v obdobi n.

Pro zjednoduseni, mtizeme ptredpokladat, ze D(n) zavisi pouze linedrné na p(n) a

D(n) = —map(n) +bg, mq > 0,bq > 0. (1.15)
Tato rovnice je tzv. rovnici poptavky. Konstanta mgy reprezentuje citlivost spotiebitele na
cenu. Muzeme predpokladat, ze dodavka komodity souvisi s poptavkou, napft.,

S(n+1) =mgp(n)+bs, ms>0,bs >0 (1.16)
Konstanta m je citlivost dodavatele na zajem kupujicich.

Trzni cena komodity je takova cena, pfi které nastava rovnost mnozstvi pozadované
komodity a mnozstvi prodané komodity. To nastava kdyz D(n + 1) = S(n + 1). Tedy

—mgp(n + 1) + by = msp(n) + by

nebo
p(n+1) = Ap(n) + B = f(p(n)), (1.17)
kde
A p_bazh (1.18)
mq mq

Tato rovnice je linearni diferenc¢ni rovnici prvniho fadu. Rovnovazna cena p* je definovana
ekonomicky jako cena, kterd vyusti v prinik nabidkové S(n+1) a poptavkové D(n) kfivky.
Analyzujme t¥i pripady:

a) —1<A<O0
b) A=-1
c) A< —1.

Tyto tii pripady jsou zobrazeny graficky takzvanym pavucinovym diagramem.

(i) V pfipadé a), ceny kolisaji nahoru a dolt, ale konverguji k rovnovazné cené p*. V
ekonomickém zargonu, cena p* je povazovana za “stabilni”; v matematice hovorime
o “asymptotické stabilité” (Obr. 1.8).

(ii) V pfipadé b), cena osciluje pouze mezi dvéma hodnotami. Pokud p(0) = py, potom
p(1) = —po + B a p(2) = po. Proto rovnovazny bod p* je stabilni (Obr. 1.9).

(iii) V pfipadé c), se ceny nepohybuji kolem rovnovazného bodu p* , ale postupné se
presouvaji dal od ni. Tudiz je rovnovazny bod povazovan za nestabilni (Obr. 1.10).

Jednozna¢né feseni rovnice (1.17) s p(0) = po je ddno vztahem

p(n) = <p0 - %) Ay % | (1.19)

Toto jednozna¢né feseni ndm umozni ilustrovat piipady a) - ¢) nasledovné.
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~N y=X

S
Y

y=Ax+B

o
»
A

o0 p@p p) X

Obr. 1.8: Asymptoticky stabilni rovnovazna cena (—1 < A < 0).

y
y=X
p(1)7 >
A
y

P(@) = y=-x+B

pO)=p(2) p* p(1) X

Obr. 1.9: Stabilni rovnovazna cena (A = —1)

1.3.2 Pavucdinovy diagram

V pripadé, ze dodavatelé jsou méné citlivi na cenu nez spotiebitelé (napt. m, < my),
trh bude stabilni. Pokud dodavatelé budou vice citlivi nez spottebitelé, potom bude trh

nestabilni.
Mizeme také najit feseni (1.19) pomoci matematického software. Pomoci Maple, mii-

zeme najit feSeni diferenc¢ni rovnice s vyuzitim prikazu
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y=X

A

Obr. 1.10: Nestabilni rovnovazna cena (A < —1).

rsolve({ rovnice , poc¢éate¢ni stav }, funkce ).
V nasem piipadé

rsolve({p(n + 1) = a * p(n) + b, p(0) = p[0]}, p(n));

dava vysledek
ba" b
—1+a —-1+a’

ktery muzeme snadno pfevést na (1.19).

poa” +
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1.4 Kritéria asymptotické stability rovnovaznych
bodu

V této c¢asti uvedeme jednoduché, ale silné kritérium asymptotické stability rovnovaznych
bodt.

Véta 1.10. Necht x* je rovnovdingm bodem pro diferencni rovnici

z(n+1) = f(x(n)), (1.20)
kde funkce f je spojité diferencovatelnd v okoli bodu x*. Potom:
(i) je-li |f'(x*)| <1, pak z* je asymptoticky stabilni rovnovdzny bod.
(i1) je-li |f'(x*)| > 1, pak z* je nestabilni rovnovazny bod.
Dikaz. Dokazeme jen ¢ast (i).
Predpokladejme ze | f'(z*)| < M < 1. Pak existuje interval J = (z* — v, 2* + 7) obsahujici
x* takovy, ze |f'(x)] < M < 1 pro vSechna x € J. Pro x(0) € J, mame
z(1) — 2" = [f(2(0)) = f(z")].

Podle véty o stfedni hodnoté existuje £ mezi body x(0) a z* takové, ze

| (2(0)) = f(=7)] = [F(E)x(0) — 27].

Tudiz

|f(2(0)) — 27| < M]x(0) — z7|.
Odtud

|z(1) — 2*| < M|x(0) — 27| (1.21)

Jestlize M < 1, z nerovnosti (1.21) vyplyva, Ze z(1) je blize k z* nezli x(0). V disledku
toho, (1) € J.
Odtud usuzujeme, ze

jz(n) — "] < M"|2(0) — =7|.
Pro ¢ > 0 polozme ¢ = €. Tudiz |z(0) — 2*| < ¢ implikuje, Ze

|z(n) —2*| < M™z(0) —z¥| < |z(0) —2*| < d =€ foralln <O0.

Tento zavér dokazuje stabilitu. Déle pak lim, . [z(n) — 2*| = 0, a tudiz, lim,,_,. z(n) =
= z*; odtud plyne asymptoticka stabilita.

Priklad 1.11. Newtonova metoda

Newtonova metoda je jednim z nejznaméjsich numerickych metod pro nalezeni kofent
rovnice g(z) = 0. (Obr. 1.11)

Newtonoviv algoritmus pro nalezeni nulového bodu z* funkce g(x) je dan vztahem

glz(n) 122

z(n+1)=uz(n) — 7))
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g(x)

g' ()’

Bod z* je také rovnovaznym bodem rovnice (1.22). Chcete-li zjistit, zda Newtoniv algo-
ritmus poskytuje posloupnost {z(n)} jenz konverguje k z* pouzijeme Vétu 1.10:

(¢'(z)* — g(a*)g"(x*)
(¢'(z%))?

protoze g(z*) = 0. Podle Vétyl.10, lim, , z(n) = z* jestlize x(0) = z( je dostate¢né
blizko k z* a ¢'(z*) # 0.

kde z(0) = x¢ je prvnim odhad kofene z*. Zde f(z) =z —

[f'(2")] = |1 -

Obr. 1.11: Newtonova metoda.

Vsimnéte si, ze Véta 1.10 nefesi piipad kdy | f'(2*)| = 1. Zde je zapotiebi dalsi analyza
k urceni stability rovnovazného bodu x*.
Nejdiive se budeme zabyvat piipadem kdy f'(z*) = 1.

Véta 1.12. Predpoklddejme, Ze pro rovnovazny bod x* z rovnice (1.20) plati f'(z*) = 1.
Potom:

(i) Je-li f"(x*) # 0, pak x* je nestabilni.
(ii) Je-li f"(z*) =0 a f"(z*) > 0, pak x* je nestabilni.
(iii) If f"(z*) =0 a f"(z*) < 0, pak x* je asymptoticky stabilni.

Dikaz. Dokazeme pouze ¢ast (i).

Pokud f”(z*) # 0, pak f”(z*) > 0 nebo f”(z*) < 0, jak je uvedeno na obr. 1.12, 1.13.
Pokud f”(x*) > 0, pak f'(x) > 1 pro vSechna z v malém intervalu I = (z*,z* + ¢).
Pouzitim stejné metody diikazu jako ve Vété 1.10, je jednoduché ukézat, ze z* je nestabilni.
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Obr. 1.12: Pripad f"(z*) >0

X,(0)  x* x,(0) X

Obr. 1.13: Pfipad f"(z*) <0

Na druhou stranu, pokud f”(z*) < 0, potom f’(z) > 1 pro vSechna x v malém intervalu
I = (z* —¢e,2%). Tedy 2* je opét nestabilni.

Nyni se podivame na pfipad, kdy f/(z*) = —1.

Véta 1.13. Predpoklddejme, Ze pro rovnovazny bod x* rovnice (1.20) plati f'(x*) = —1.
Potom:

(i) Je-li —=2f" (xz*) — 3 (f"(x*))* < 0, pak x* je asymptoticky stabilni.
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y=f(x)
y=X

A / | ; |
X1(0)  x* %,(0) X

Obr. 1.14: Piipad f'(z*) =1, f"(z*) =0 a f"(z*) > 0

y=x

y=F(x)

Obr. 1.15: Pfipad f'(z*) =1, f"(z*) =0 a f"(2*) <0

(ii) Je-li —=2f"(x*) — 3 (f"(z*))* > 0, pak z* je nestabilni.

Priklad 1.14. Uvazujme diferenéni rovnici z(n+1) = z%(n)+3z(n). Najdéte rovnovazné
body a urcete jejich stabilitu.

Reseni. Mame f(r) = 2% + 3z. Rovnovazné body jsou 0 a —2. Plati f'(r) = 2z + 3.
Ponévadz f'(0) = 3, z Véty 1.10 vyplyva, ze 0 je nestabilni. Je-li f'(—2) = —1, pak
—2f"(=2) — 3(f"(=2))® = —12 < 0. Tedy, podle Véty 1.13, rovnovazny bod —2 je
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asymptoticky stabilni. Na obrazku 1.16 je zndzornén pavucinovy diagram.

y=x2+3x

Y

A

Obr. 1.16: Pavu¢inovy diagram pro x(n + 1) = 2%(n) + 3z(n).

1.5 Periodické body a cykly

Druhym nejvyznamnéjsim pojmem je pojem periodicity. Napfiklad pohyb kyvadla je pe-
riodicky. V prikladu 1.9, platilo, ze pokud citlivost m, dodavatelii na cenu je shodna s
citlivosti spotfebitelil na cenu, pak se ceny pohybuji pouze mezi dvéma hodnotami.

Definice 1.15. Necht b lezi v definiénim oboru funkce f. Potom

(i) b nazyvame periodickym bodem funkce f nebo rovnice (1.20), jestlize pro néjaké
kladné ¢islo k, plati f*(b) = b. Tedy bod je k periodicky, je-li pevnym bodem funkce
f*, tedy pokud je rovnovaznym bodem diferenc¢ni rovnice

z(n+1) = g(z(n)), (1.23)
kde g = f*.
Periodickd orbita bodu b, O*(b) = {b, f(b), f2(b), ..., f*1(b)}, je Casto nazyvana
k-cyklem.

(ii) bod b se nazyva potencialné k-periodickym pokud pro néjaké kladné celé ¢islo
m, je bod f™(b) k-periodickym bodem. Jinymi slovy b je potencialné k-periodickym
bodem pokud

fED) = (D).

Graficky, k periodicky bod je z-ové4 soufadnice bodu, ve kterém graf funkce f* protina
primku y = x.
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Priklad 1.16. Uvazujme opét stanovou funkci

2x proOSxS%,
I(z) =
2(l—z) proi<az<1.

Mizeme ji zapsat ve tvaru

Tx)=1-2

1
x——|.
2
Nejprve zkoumejme, zdali periodické body o periodé 2 jsou pevnymi body T2. Je jedno-
duché ovéfit, ze T? je dano vztahem

( 4z pr00§x<;11,
2(1—2x) pro; <z<g,
T*(x) =
4(z—3) projz<z<3,
3
[ 4(1—2) proy<z<1

Existuji ¢tyfi rovnovazné body (obr. 1.17): 0,0.4,2/3, a 0.8, z nichz dva, 0 a 2/3 | jsou
rovnovazné body zobrazeni 7. Tedy {0.4, 0.8} jsou pouze 2-periodickymi body 7. Na obr.
1.18 vidime, Ze bod z* = 0.8 neni stabilni pro 72

Obr. 1.19 znazorniuje graf T%. Je jednoduché ovéfit, ze {2, 2, 2} je 3-periodické (obr. 1.20).

Nyni
2 4 4 6 6 2
T(?)—?’ T(?)—? T(%)—?'

Pomoci poéitace nebo prenosného kalkuldtoru muzeme ukazat (pouzitim pavucinového di-
agramu), Ze stanové zobrazeni 7' mé periodické body vSech period. Tento jev sdili vSechny
rovnice, které jsou maji body o periodé 3 (Objev byl ué¢inén Li a Yorke [10] v jejich slavném
¢lanku “Period Three Implies Chaos”.)

Nyni obratme pozornost k prozkouméni stability periodickych bodt.
Definice 1.17. Necht b je k-periodickym bodem funkce f. Pak je b
(i) stabilni, pokud je stabilnim pevny bodem funkce f*,

(ii) asymptoticky stabilnim, pokud je asymptoticky stabilnim pevnym bodem funkce
fr.

Vsimnéme si, ze pokud méa b vlastnost stability, pak ma tuto vlastnost v kazdém
k-cyklu {z(0) = b,z(1) = f(b),z(2) = f*(b),...,x(k — 1) = f*1(b)}. Proto se casto
hovori o stabilité k-cyklu nebo také o periodické oblasti. Obr. 1.18 ukazuje, ze 2-periodicky
bod stanového zobrazeni neni stabilni, protoze z* = 0.8 je nestabilnim pevnym bodem
zobrazeni T2.

Vzhledem k tomu, Ze k-periodicky bod b rovnice (1.20) umoziiuje pfevést studium jeho
stability na stabilitu rovnovazného bodu rovnice (1.23), lze uzit vSech vét v predchéazejici
¢asti aplikovanych na f*. Napiiklad Véta 1.10 mtize byt upravena nasledovné.
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04 2/3 08 1 x

Obr. 1.17: Rovnovazné body T2.

y=X

A

x)=0.78 X~ X

Obr. 1.18: Bod z* = 0.8 neni stabilnim bodem pro T2

Véta 1.18. Necht Ot (b) = {b = x(0),z(1),...,x(k—1)} je k-cykl a f je spojitd diferen-
covatelna funkce. Pak plati.

(i) k-cykl Ot (b) je asymptoticky stabilni, pokud

£/ (2(0)) f(x(1)) - - f'(x(k — 1))] < 1.
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y=x

Obr. 1.19: Rovnovazné body 1.

y=X

Y

y=T(x)

o7 47 67 1 x

Obr. 1.20: 3-periodické body T.

(i1) k-cykl Ot (b) je nestabilni, pokud
[ (@O)f (1)) fi(x(k = 1)) > 1.

Dikaz. Aplikujeme vétu 1.10 na rovnici (1.23). Pouzitim Fetézového pravidla muzeme

ukazat
(ff () = f/(@(0) f (@) f(x(k - 1)).

Odtud snadno plyne tvrzeni véty.
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2 Linearni diferenc¢ni rovnice vys-
Sich radna

V této kapitole budeme zkoumat linearni diferenc¢ni rovnice vyssich fadil, jmenovité ty,
které obsahuji jednu zavislou proménnou. Tyto rovnice se objevuji témeér ve vSech ob-
lastech védeckého badani, pocinaje populacni dynamikou, ekonomikou a konce fyzikou.
Zacneme tim, ze zavedeme zaklady diferen¢niho poctu, které jsou nezbytné pii studiu
linearnich rovnic.

2.1 Diferencéni pocet

Diferenéni pocet je diskrétni analogie znamého diferencidlniho a integralniho poc¢tu. Uve-
deme nékteré zakladni vlastnosti dvou operatorti, které jsou nezbytné pii studiu diferenc-
nich rovnic. Jsou to diferenéni operator

Az(n) =xz(n+1) — z(n),

a operator posunu
Ex(n) =z(n+1).

Snadno vidime, ze
E*z(n) = x(n + k).

Necht I je operatorem identity, tj, [z = x. Pak miZeme psat A= FE — T a E= A+ 1.
Proto

Afz(n) = (E —I)*z(n)

- zk:(—l)i(lj)x(n—i—k—i). (2.1)

Stejné tak mizeme ukazat, ze

E*fx(n) = Z (Y ARz (n). (2.2)
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Meéli bychom zdtraznit, ze operator A je protéjskem operatoru derivace D v diferencial-
nim poc¢tu. Oba operatory £ a A jsou linedrnimi operatory.
Linearita téchto operatori znamend, ze A (ax(n)+by(n)) = aAz(n) + bAy(n) a
E (az(n) +by(n)) = aEx(n) + bEy(n), pro vSechna a a b € R.

Diskrétni obdobou zakladnich vzorci diferencidlniho kalkulu

/ df(z) = £(b) — f(a)

o [ sar) = o)

jsou vztahy uvedené v nasledujici véte.

Véta 2.1.
(1) i Azx(k) = x(n) — x(no), (2.3)
(i) A (Z w(k)) = z(n). (2.4)
Necht

p(n) = agn® +an™ 1t +.-

je polynom stupné k. Potom

Ap(n) (ao(n+ 1) +ai(n+1)"" +- +a)

— (apn® + ayn* '+ + )

= aokn 4. ..
Stejné tak mizeme ukazat, ze
A*p(n) = agk(k — 1)nfF2 4+ ...
Provedeme-li tento proces k-krat, dostaneme
AFp(n) = ag k! (2.5)

Tedy,
AFTip(n) = 0 for i > 1. (2.6)

Necht
p(E)=ayE* + a; EM ' 4+ a1 (2.7)
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je polynomem stupné k pro operator F.
Potom

p(E)b" = agb™™ +ab" 4 4 b
= (ao W+ a b+ ak) b"
= p(b)0". (2.8)

Zobecnéni vzorce (2.8) je uvedeno v nasledujici véte.

Véta 2.2. Necht p(E) je polynomem (2.7) a necht g(n) je diskrétni funkci. Potom

p(E) (b"g(n)) = b"p(bE)g(n). (2.9)

2.1.1 Faktorialovy polynom

Faktoridlovy polynom z(®) je definovan takto. Necht z € R. Potom

e® = gz 1) (x—k+1), keZ',
= 1

Jestlize v =n € ZT an > k, pak

|
R B Y

n™ = n|

Funkce 2(®) hraje stejnou roli, jakou hraje polynom z* v diferencialnim poctu. Nésle-
dujici Véta 2.3 tuto skute¢nost demonstruje.

Definice operatorit A a F muZeme rozsifit i na spojité funkce f(¢), t € R tak, ze
definujeme

AS() = f(t+1)— f(t) a Ef(t) = f(t+1).

Toto rozsifeni nAm umoziiuje najit Af(z) a Ef(x), kde f(x) = 2™, podle vztahii
Az = (z 4+ 1) — 2 a2 2™ = (2 + 1)),

Pak miizeme dokézat nésledujici vysledek.

Véta 2.3. Prok € Z" ax € R plati:

(1) Az®) = k=) (2.10)
(i)  A"z® =kk-1)---(k—n+1)z®" (2.11)
(i)  AFz® = f (2.12)
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Dikaz. (i)

Az®) = (x4 1)F — 2™
= (z+Dzx(z—-1)---(z—k+2)
—z(z—-1)---(z—k+2)(x—k+1)
= z2z(z—-1)---(z—k+2)-k
= kY,

Dikazy ¢asti (ii) a (iii) jsou ponechdny ¢tenafi.

Jestlize k € Z*, pak definujeme

- 1
z( k):($+1)(x+2)m($+k) 7 (2.13)

Takto miizeme rozsirit platnost Véty 2.3 pro vSechna k € Z.

2.1.2 Diference soucinu a podilu

Pravidla pro derivovani sou¢inu a podilu v diferencidlnim poc¢tu maji diskrétni protéjsky.
Diference soucinu:

A (2(n)y(n)) = Aa(n) - y(n) + Ex(n) - Ay(n). (2.14)

Diference podilu:

z(n)\ _ Az(n) -y(n) — x(n) - Ay(n)
A (y(n)) B y(n)Ey(n) ' (215)
2.1.3 Antidiferen¢ni operator

Uvedeme diskrétni analogii s neurcitym integralem. Definujme tzv. antidiferen¢ni operator
A~Y Jestlize AF(n) = 0, potom A™'(0) = F(n) = ¢ pro libovolnou konstantu c¢. Kromé
toho, jestlize AF(n) = f(n) potom A~'f(n) = F(n) + ¢, pro libovolnou konstantu c.
Proto

AAT f(n) = f(n)
AT'AF(n) = F(n)+c
a AA™T =T ale A'A#IL

Pomoci vzorce (2.4) mizeme dokazat
A7 f(n) =Y f@i)+ec (2.16)

Vzorec (2.16) je velmi uZiteény pii prokazovani toho, Ze operator A™! je linearni.
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Véta 2.4. Operdtor A™! je linedrni.
Diukaz. Potfebujeme ukazat, Ze pro a,b € R,
A~ (az(n) + by(n)) = aA 'z (n) + bA y(n).

Ze vzorce (2.16) dostaneme

A7 (az(n) + by(n)) = Z (azx(i) + by(i)) + ¢

Dale zapisme antidiference nékterych zakladnich funkeci.

Véta 2.5. Plati:

(1) A= e 2+ 4 ¢, (2.17)
k

(17) AR = % +enft Fenf 4 gy, (2.18)
(k1)

(iii)  A'® = +e¢, k# -1 (2.19)

E+1

Ditkaz. Dikazy (i) a (i) vyuZivaji aplikaci A* na pravé strany vzorct (2.17) a (2.18).
Pak jsou aplikovany vzorce (2.6) a (2.5). Dikaz ¢asti (iii) vyplyva ze vzorce (2.10).

Nakonec uvedme diskrétni analogii vzorce integraci po ¢astech.

[aary

n—1

> y(k)Ax(k) = a(n)y(n) = 2(0)y(0) = > x(k + 1)Ay(k). (2.20)

k=0 0

S

e
Il

Chceme-li vzorec (2.20) dokazat, pouzijeme vztah (2.14) k ziskani
y(n)Az(n) = A(z(n)y(n)) — z(n + 1)Ay(n).

Aplikaci A™! na obou stranach dostaneme (s pomoci vzorct (2.16))

3
-
3
-

y(k)Az(k) = z(n)y(n) — Y xz(k+1)Ay(k) +c.

e
Il

0

e
Il

Pro n = 0 uréime ¢ = —x(0)y(0).
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2.2 Obecna teorie linearnich diferenc¢nich rovnic

Normalni tvar nehomogenni linearni diferen¢ni rovnice rovnice k-tého fadu je
y(n+k) +pi(n)y(n+k—1) +-- +pe(n)y(n) = g(n), (2.21)

kde p;(n) a g(n) jsou redlné funkce definované pro n > ng a px(n) # 0 pro vSechna n > ny.
Je-li funkce g(n) identicky nulova, potom rovnice (2.21) je homogenni rovnici. Rovnice
(2.21) muzZe byt zapsana ve formé

Y+ k) = —pi)y(n+k—1) = pa(my(n + k —2) - - (2.22)
- = pe(n)y(n) + g(n).
Dosadime n = 0 do rovnice (2.22). Ziskdme
y(k) = =p1(0)y(k = 1) = p2(0)y(k = 2) — - = pr(0)y(0) + g(0).

Je-li nalezeno y(k), mizeme piejit k dalsimu kroku a najit y(k+1) tak, Ze polozime n = 1
v rovnici (2.22). Vysledek je

y(k +1) = =p1(Wy (k) = p2(Dy(k = 1) = --- = pe(Dy(1) + g(1).

Opakovanim vyse uvedeného postupu, je mozné najit vSechny hodnoty y(n) pro n > k.
Podivejme se nyni na ilustraci vyse uvedeného postupu na ptikladu.

Priklad 2.6. Uvazujme diferen¢ni rovnici tietiho fadu

y(n+3) — nL—i—l y(n+2)+ny(n+1) —3y(n) =n, (2.23)

kde y(1) = 0,y(2) = —1, a y(3) = 1. Najdéme hodnoty
y(4),y(5),y(6),y(7).

Reseni. Pfepiseme vztah (2.23) na tvar

y(n+3) = ——1 y(n+2) —ny(n+1) + 3y(n) + n. (2.24)
Necht n = 1 ve vztahu (2.24), pak
1 5
y(4) = 5y(B3) —y(2) +3y(1) + 1=
Pron =2 je
4
y(6) = Sy(4) — 2y(3) +3y(2) + 2= —.
Pro n = 3 dostavame
3 5
y(6) = 7y(5) = 3y(4) +3y(3) +3 = —3.
Pron =4 je
89
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2.2.1 Postup reseni

Vratme se k rovnici (2.21) a formalné definujme jeji feSeni. Posloupnost {y(n)};° nebo
jednoduseji y(n) nazveme feSenim vztahu (2.21) jestlize tuto rovnici splituje. Podotknéme,
ze pokud urc¢ime pocateéni podminky rovnice, vede to k feseni odpovidajicimu danym
pocatecnim podminkam

y(n+ k) +p(n)y(n+k—=1)+---+pe(n)y(n) = g(n), (2.25)
y(no) = ap,y(no +1) = ar,...,y(no + k — 1) = ax_1, (2.26

kde a; jsou realna cisla. S ohledem na vyse uvedené tvrzeni vyplyva nasledujici.
Véta 2.7. Pocdtecni podminky (2.25) a (2.26) urcuji prdavé jedno tesent x(n).
Dukaz. Dikaz vyplyva ze vztahu (2.22) pro
n=mngyny+1,ny+2,....
Vsimnéme si, Ze vSechna n > ny + k£ mohou byt zapsana jako n = ng + k + (n — ng — k).
Jednozna¢nosti feseni y(n) mame na mysli, Ze jestli existuje jiné feseni y(n) spliujici

pocateéni podminky (2.25) a (2.26), potom g(n) musi byt totozné s y(n). To je vidét ze
vztahu (2.22).

2.2.2 Obecna teorie linearnich homogennich diferenc¢nich rovnic
k-tého radu

V této casti se budeme vénovat obecné teorii linearnich homogennich diferenc¢nich rovnic
k-tého tadu ve tvaru

z(n+k)+pi(n)z(n+k—1)+ -+ pr(n)x(n) = 0. (2.27)
Vyklad za¢neme uvedenim zakladnich definici.

Definice 2.8. Funkce
fl(n)v fZ(n)7 R fr(n)

jsou linearné zavislé pro n > ng jestlize existuji konstanty
a, as, ... ,a,
z nichz alespon jedna je nenulova a plati
a1 fi(n) +azfo(n) +---+a,f(n) =0, n=>ny. (2.28)

Jestlize a; # 0, potom mtizeme délenim rovnice (2.28) ¢islem a; ziskat

fin) = =CHhln) = ) = o= L)
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- _ Z _fz (2.29)

1] 1= 1

Vztah (2.29) jednoduse Fika, ze kazda funkce s nenulovym koeficientem je linearni kom-
binaci ostatnich funkci. Tedy dvé funkce fi(n) a fa(n) jsou linearné zavislé jestlize jedna
z nich je nasobkem druhé, tj., fi(n) = afz(n), kde a je konstanta.

Opakem linearni zavislosti je linearni nezavislost. Funkce

fi(n), fa(n), ..., fr(n)

jsou linearné nezavislé pro n > nyq jestlize vztah
arfi(n) + azf2(n) + -+ a, fr(n) = 0,

plati pro vSechna n > ng pouze kdyz

ag=ay=---=a, =0.
Piiklad 2.9. Dokaite, ze funkce 3", n3", a n?3" jsou linedrné nezavislé pro n > 1.
Reseni. Piedpokladejme, 7e pro konstanty a;, as, a ag mame

a13" + asn3™ + azn?3" =0, foralln > 1.

Po déleni 3" dostaneme

a1 + asn +asn® =0, pro viechna n > 1.

To neni mozné, protoze rovnice druhého stupné vzhledem k n ma nejvyse dvé feseni n > 1.
Proto a; = as = a3 = 0 a funkce jsou linedrné nezavislé.

Definice 2.10. Mnozina k linedrné nezavislych feseni rovnice (2.27) se nazyva funda-
mentalni mnozinou feseni.

Existuje jednoduchy zpiisob pro ovérovani linedrni nezavislosti mnoziny feseni pomoci
tzv. Casoratianu C(n).

Definice 2.11. Casoratidnem (jde o diskrétni analogii Wronskidnu zndmého z teorie

diferencidlnich rovnic) C'(n) feSeni x1(n), z2(n), ..., z,.(n) nazyvame determinant
z1(n) zo(n) . x.(n)
r1(n+1 To(n+1 r.(n—+1
C(n) = det 1 , ) 2(n+1) ( , ) (2.30)
rin+r—1) zn+r—1) ... x.(n+r—1)

Priklad 2.12. Uvazujeme diferen¢ni rovnici

z(n+3) —Tx(n+1)+6z(n) =0
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(a) Ovéite, ze posloupnosti 1, (—3)™, a 2" jsou FeSenimi této rovnice.
(b

)
) Najdéte Casoratian posloupnosti z ¢asti (a)
Se

D—‘\

eSeni.
a) x(n) =1 je feSenim, protoze 1 — 7+ 6 = 0. z(n) = (—3)" je feSenim, protoze

(—=3)"3 — 7(=3)"*t 4+ 6(—3)" = (=3)"(—27+21 +6) = 0.

/\w<

Taktéz x(n) = 2" je feSenim, protoze

203 7. 2" 1 6.2" =2"(8 — 14+ 6) = 0.

1 (=3 2»
b
(b) Cn) = det| 1 (=3)»*t 2nfl | =
1 ( )n+2 2n+2
— ( 3)n+1 2n+2 + (_3)n . 2n+1 -1 + om. 1. ( 3)n+2

_2n_(_3)n+1.1_(_3)n.1'2n+2_1_2n+1 ( 3)n+2:
= 2" (=3)" - (=12+24+9+3—-4—18) = —20-2"- (=3)™.

Déle uvedeme tzv. Abeliv vzorec pomoci kterého se najde Casoratian C'(n). Vyznam
Abelova vzorce spociva v jeho efektivité pfi ovérovani linearni nezavislosti feseni.

Véta 2.13. (Abeluv wvzorec) Necht x1(n),z2(n),...,xx(n) jsou fteSeni rov-
nice (2.27) a C(n) je jejich Casoratidn. Potom pro n > ny,

C(n) = (—1)kO=no) (H pk(i)) C(no). (2.31)

Dikaz. Dokazeme tvrzeni pro k = 3. Necht x1(n), z2(n), a x3(n) jsou t¥i nezavisla feseni
rovnice (2.27). Ze vztahu (2.30) dostaneme

ri(n+1) z(n+1) z3(n+1)
Cn+1l)=det | z1(n+2) z2(n+2) x3(n+2) |. (2.32)
r1(n+3) x2(n+3) x3(n+3)

Z rovnice (2.27) dostaneme (1 < < 3)
zi(n+3) = —ps(n)z;(n) —

Kdyz pouzijeme vztah (2.33) pro nahrazeni x1(n + 3), x2(n + 3), a x3(n + 3) v poslednim
radku vyrazu (2.32), dostaneme

(p1(n)xs(n + 2) + pa(n)zi(n + 1)). (2.33)

z1(n+1) zo(n + 1) z3(n+1)
z1(n+2) za(n + 2) z3(n + 2)
Cln+1)=det | —psmaritn)—  —ps(m)maln)=  —ps()as(n)- (2.34)

—(p2(n)z1(n+1)+ —(p2(n)z2(n+1)+ —(p2(n)z3(n+1)+
+p1(n)z1(n+2)) +p1(n)z2(n+2)) +p1(n)z3(n+2))
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Vyuzitim vlastnosti determinantii ze vztahu (2.34) dostaneme

z1(n+1) xo(n + 1) x3(n +1)
C(n+1) = det z1(n + 2) xo(n + 2) x3(n + 2) (2.35)
—ps(n)r(n) —ps(n)ra(n) —ps(n)ra(n)
ri(n+1) z3(n+1) z3(n+1)
= —ps(n)det | z1(n+2) z2(n+2) z3(n+2) )
1(n) 2(n) 3(n)
1(n) za(n) z3(n)
= —p3(n)(=1)%det | z1(n+1) x2(n+1) x3(n+1)
r1(n+2) xa(n+2) x3(n+2)

Tedy
C(n+1) = (=1)ps(n)C(n). (2.36)

Pouzitim vztahu (1.5) vidime, Ze feSeni rovnice (2.36) je

C(n) = (1:[(—1)31)3(2')) C(ng) = (=1)*) Hp3

i=ng i=ng

Tim je ditkaz pro £ = 3 hotov.
Maé-1i rovnice (2.27) konstantni koeficienty py a ng = 0, potom

C(n) = (~=1)*"pC(0). (2.37)

Poznamka 2.14. Piedpokladejme, Ze px(n) # 0 pro vSechna n > ngy. Potom Casoratian
C(n) # 0 pro vSechna n > ng tehdy a jen tehdy, pokud C(ng) # 0.

Dukaz. Tento vysledek vyplyva ze vztahu (2.31).

Kli¢ovou vlastnosti vysledku je, ze bud je Casoratian roven nule (tj. je nulovy pro
vSechna n > ny, pro nékteré ng), nebo je pro vSechna n > ngy nenulovy. Vlastnost C'(n) # 0
pro vSechna n € Z*, vyplyva z vlastnosti C(0) # 0.

Déle uvedme vzéjemny vztah mezi linedrni nezavislosti feSeni a jejich Casoratidnem.
Zjednodusené feceno, ukazeme, Ze mnozina k feSeni je fundamentalni mnoZinou (tj. line-
arné nezavisla), kdyz jejich Casoratidan C(n) je nenulovy.

Uvazujeme k feSeni z1(n), z3(n), ..., xx(n) rovnice (2.27). Pfedpokladejme, Ze pro nékteré
konstanty aq,as, ...,ar a ng € Z* plati

a1x1(n) + agxa(n) + - - - + arxr(n) = 0, for all n > ny.
Pak mtizeme odvodit £ — 1 vztaht

azxi(n+1) +asxe(n+ 1)+ -+ apzp(n+1) = 0,

axi(n+k—1)+axsn+k—1)+ - +aqarin+k—1) = 0.
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Tyto vztahy lze zapsat ve tvaru

X(n)€ =0, (2.38)
kde
21(n) 25(n) Lz o
o~ :El:(n—i—l) xzz(n—i—l) x;f(n%—l) P
Bt k—1) mant+k—1) ... on+k—1) o

kde C(n) = det X (n).

Z linearni algebry vime, Ze vektorova rovnice (2.38) ma trividlni feseni (nulové FeSeni)
(tj., ag = a3 = -+ = ax = 0) tehdy a jen tehdy, kdyz je matice X (n) nesingularni (t;.
det X (n) = C(n) # 0 pro vSechna n > ng). Toto tvrzeni néas vede k nésledujicimu zavéru.

Véta 2.15. MnoZina feseni x1(n), xo(n), . .., xx(n) rovnice (2.27) je fundamentdlni mno-
Zinou tehdy a jen tehdy, kdyZ pro nékteré ng € Z*, je Casoratian C(ng) # 0.

Piiklad 2.16. Ovéite, ze {n,2"} je fundamentalni mnozinou feSeni rovnice

3n —2
" . z(n+1)+

9) _
z(n + 2) — —

z(n) = 0.

Reseni. Ovéfeni, Ze n a 2" jsou feseni rovnice vynechame. Casoratian feseni n, 2" je dany

vztahem
n 2"
C(n) = det ( nal on+l )
Tudiz
01
C(O)zdet( 1 92 ) =—-1#£0.

Na zakladé Véty 2.15 dostavame, Ze Teseni n, 2" jsou linearné nezavislé a tak tvoii funda-
mentalni mnozinu feseni.

Priklad 2.17. Budeme uvazovat diferen¢ni rovnici
z(n+3)+3z(n+2) —4x(n+ 1) — 122(n) = 0.
Ovéfme, ze funkce 2", (—2)", a 3" tvoii fundamentalni mnozinu feSeni rovnice.
Reseni. Ovéiime, 7e 2" je fesenim. Substituce z(n) = 2" v rovnici vede ke vztahu
oS 4 3.9mH2 g ontl _12.9" = 9"(8 412 — 8 — 12) = 0.

Podobné 1ze ovérit, ze (—2)™ a 3" jsou také Feseni rovnice.
Pro potvrzeni linearni nezavislosti téchto feseni je potfebné sestavit Casoratian

C(n) =det [ 27t (-2)ntt 3ntl
2n+2 (_2)n+2 3n+2
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Tedy
1 1 1
C0)=det| 2 -2 3 | =—-20#0.
4 4 9

Na zdkladé Véty 2.15 tvrdime, Ze FeSeni 2", (—2)", a 3" jsou linedrné nezavisla, a tak tvori
fundamentalni mnozinu feseni.

Mizeme vyslovit zdkladni (fundamentélni) vétu o tvaru feseni homogennich linedrnich
diferenc¢nich rovnic.

Véta 2.18. Jestlize pr.(n) # 0 pro vSechna n > ny, potom existuje fundamentdlni mno-
Zina TeSent rovnice (2.27) pro n > ny.

Dukaz. Vime, ze existuji feSeni x1(n),za2(n),...,zr(n) takova, ze x;(ng + i — 1)
1 <i < k. Proto z1(ng) = 1, za(no + 1) = 1, z3(ny + 2) = 1, atd. Odtud vyplyva, ze

0,
C(ng) =det I = 1.

Na zékladé Véty 2.15 plati, ze mnozina {x;(n),z2(n),...,zx(n)} je fundamentalni mno-
zinou TeSeni rovnice (2.27).

Je potrebné poznamenat, ze existuje nekone¢né mnoho fundamentalnich mnozin feseni
rovnice (2.27).

Véta 2.19. Jestlize jsou x1(n), a x2(n) dvé resent rovnice (2.27), potom plati tvrzeni:
(i) x(n) = z1(n) + x2(n) je fesenim rovnice (2.27).

(i) Z(n) = ax1(n) je TeSenim rovnice (2.27) pro libovolnou konstantu a.

7 predchazejicich tvrzeni plyne nasledujici.
Princip superpozice. Jsou-li z;(n), x2(n), ..., z,(n) FeSenim rovnice (2.27), potom
z(n) = ayz1(n) + asxa(n) + - - - + a,x.(n)

je také TeSeni rovnice (2.27).
Necht je {zi(n),z2(n),...,zr(n)} fundamentalni mnozinou feSeni rovnice (2.27) a
necht x(n) je FeSenim rovnice (2.27). Potom existuji konstanty aj,as, ..., a; takové, zZe

plati z(n) = Zle a;z;(n). Piseme X (n)¢ = &(n), kde
z(n)
z(n+1)

x(n+k—1)
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Jelikoz X (n) je nesingularni matice, plati
¢ =X"(n)i(n),

a pro n = ny

§ = X_l(no) i’(no)

Vyse uvedené tvrzeni nés vede k definici obecného FeSeni rovnice (2.27).

Definice 2.20. Necht {z1(n),zs(n),...,zx(n)} je fundamentdlni mnoZinou feseni rov-
nice (2.27).
Potom obecné FeSeni rovnice (2.27) je dané vztahem z(n) = 3°F  a;x4(n), kde a; jsou
libovolné konstanty.

Za zminku stoji fakt, ze libovolné FeSeni rovnice (2.27) miuzeme ziskat z obecného
FeSeni vhodnou kombinaci konstant a;.

Predchéazejici vysledky mohou byt formulovany nasledovné: Necht S je mnozinou vSech
feSeni rovnice (2.27) s operacemi +, - definovanymi néasledovné:

(i) (z+y)(n) ==z(n)+y(n), for z,y € S;n € Z7,
(i) (ax)(n) = ax(n), for z € S, a constant.

Véta 2.21. Prostor (S,+,-) je linedrni (vektorovy) prostor dimenze k.
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3 Linearni homogenni diferencni
rovnice s konstantnimi koefici-
enty

Uvazujeme diferencialni rovnici k-tého fadu
z(n+k)+px(n+k—1)+paxn+k—2)+--+ prz(n) =0, (3.1)

kde p; jsou konstanty a p; # 0. Nasim cilem je nalezeni zakladnich mnozin feseni a né-
sledné nalezeni obecného Feseni rovnice (3.1). Postup je docela snadny. Predpokladejme,
ze Teseni rovnice (3.1) je zapsano ve tvaru A", kde A je komplexni ¢islo. Nahrazenim této
hodnoty do vztahu (3.1), dostaneme rovnici

Nt p A = 0. (3.2)

Tato rovnice je nazyvana charakteristickou rovnici rovnice (3.1) a jeji kofeny A jsou

nazyvany charakteristickymi koreny. Pro p, # 0 nebude zadny z kofeni roven nule.
Uvazme néasledujici dvé situace:

Pfipad a: Predpokladejme, Ze charakteristické koreny

A17A27"'>Ak
jsou ruzné. Nyni ukazme, Zze mnozina
n n n
{)‘1’ 270 k}
je fundamentalni mnozinou feseni.

Pro dtikaz vyuzijeme Vétu 2.15, kterd postacuje, aby se ukazalo, ze C(0) # 0, kde C'(n)
je Casoratianem reseni. Tedy

11 1
PR VAR
C0)=det | AT A3 ... A |, (3.3)

k—1 k—1 k—1
AL
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Tento determinant je tzv. Vandermondiv determinant.
Lze ukazat, ze

1<i<j<k
V tomto piipadé C'(0) # 0. Tato skutecénost dokazuje, ze

{ALAS, .. AL}

je fundamentalni mnozinou FeSeni rovnice (3.1). Proto obecné feSeni rovnice (3.1) je

k
z(n) = Z a; A, a; je komplexni ¢islo. (3.4)
i=1
Piipad b: Predpokladejme, Ze nékteré charakteristické kofeny \i, \s,..., A\, jsou
nasobné s nasobnostmi m;,ms,...,m,,. V tomto pfipadé, rovnice (3.1) muze byt
zapsana ve tvaru
(E— M D)™(E =X D)™ -« (E = X\.I)™x(n) = 0. (3.5)
Snadno lze ukazat, ze kdyz 11(n), ¥2(n), ..., ¥m,.(n) jsou feseni rovnice
(E—=XNI)"™z(n)=0, 1<i<r, (3.6)

pak jsou také FeSeni rovnice (3.5).

Predpokladejme, Ze jsme schopni najit fundamentalni mnozinu feseni pro kazdou rov-
nici (3.6), 1 < i < r. Lze oCekavat, Ze spojeni téchto  mnozin bude tvofit fundamentalni
mnozinu feSenim rovnice (3.5).

Véta 3.1. Mnozina G; = {7, nA\},n? P ... n™=I\"} je fundamentdlni mnoZinou
resent rovnice (3.6).

Dikaz. Nejdiive si ukazeme, ze
n°A', 1<s<m;—1

jsou TeSeni rovnice (3.6). Ze vztahu (2.9) (dosazeni p(E) = (E — NMI)™, g(n) = n® a
b= \;) vyplyva, ze

(E—=XND™ (n°A) = AYNE—NI)™n?

AP A™ ()
= 0 (pomoci (2.6)).
Pro \; # 0, je mnozina funkci v G; linedrné nezavisla, kdyz je mnozina funkci
{1,n,n? ... ,nm 1}

linearné nezavisla. Druh& mnozina je tvofena linedrné nezavislymi funkcemi pro n > ng

pro kazdé ny > 0.
Nyni jsme schopni najit fundamentalni mnozinu fesSeni.
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Poznamka 3.2. Mnozina ;
¢=Ja

i=1
je fundamentalni mnozinou FeSeni rovnice (3.5).
Poznamka 3.3. Obecné feseni rovnice (3.5) je ddno vztahem

x(n) = Z Majp + agn + agn® + -+ + ajm,_ 0™ ). (3.7)
i=1

Dikaz. Dikaz lze provést uzitim Véty 3.1 a Dtsledku 3.2.

Piiklad 3.4. Reste tlohu
x(n+3)—Tr(n+2)+ 16z(n +1) — 122(n) =0, x(0)=0,2(1) =1,2(2) = 1.
Reseni. Charakteristick4 rovnice je
A =T\ + 161 —12=0
Jeji kofeny jsou A\y =2 = Ay, A3 = 3.
Obecnym feSenim je
z(n) = ap2" + an2" + b13".

Pro nalezeni konstant ag, a;, a by, pouzijeme vstupni hodnoty:

ZL‘(O) = ag+ b1 = 0,
Jf(l) = 2a0+2a1+3b1 = ].,
z(2) = 4ap+ 8a; +9b; = 1.

Po vyteseni vySe uvedené soustavy rovnic obdrzime
a0:3,a1 :2, abl = -3.
Proto feseni uvedené tulohy je
z(n) =3-2" 4+ 2n2" — 3"t

Piiklad 3.5. Fibonacciho posloupnost (tloha o kralicich). Tento problém byl po-
psan v roce 1202 v knize ” Liber Abaci”, kterou napsal znamy italsky matematik Leonardo
di Pisa, znamy jako Fibonacci. Problém muze byt nastinén nasledovné: Kolik part po-
tomk® ma jeden par dospélych kralikd za rok, kdyz kazdému paru kraliki se narodi novy
krali¢i par kazdy mésic a kdyz dosdhnou dospélosti ve véku dvou mésicii?

mésic (012|345 |6 |7 |89 10| 11 | 12
pary |12 3|58 |13 |21 |34 |55|89 | 144 | 233 | 377
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Tato tabulka ukazuje pocet para kraliki na konci kazdého mésice. Prvni par ma po-

tomky na konci prvniho mésice a tedy mame jiz dva pary. Na konci druhého mésice prvni

par ma potomky a tedy mame t¥i pary. Na konci tifetiho mésice prvni a druhy par ma

jiz. potomky a mame paru pét (viz tabulka). Jestlize F'(n) je pocet para kralikti na konci

n-tého mésice, pak je pripad popsan linearni diferen¢ni rovnici druhého radu.
Fn+2)=Fn+1)+F(n), F0)=1F(1)=2, 0<n<10.

Tento priklad je specidlnim pripadem Fibonacciho posloupnosti, ktera se da zapsat takto:

F(n+2)=F(n+1)+F(n), F0)=0,F(1)=1,n2>0. (3.8)

Prvnich 13 vyrazi je 1, 2, 3, 5, 8, 13, 21, 34, 55, 89, 144, 233 a 377, jak jiz bylo uvedeno

vyse.

Charakteristickd rovnice odpovidajici rovnici (3.8) je

M -\—1=0.

Charakteristické kofeny jsou

Obecné TeSeni rovnice (3.8) je

F(n):a1<1+2 ) —|—a2<1_2\/5> . n>1. (3.9)

Uzitim vstupnich hodnot F(0) =0 a F(1) = 1, obdrzime
1 1

) = —=, Qy=——7=.

5 V5

1 ((1+v5)  [1-vB) P
- (55 (59)) e o

Je zajimavé najit limitu

S

Tudiz,

Ziskané ¢&islo se nazyva zlaty Fez (také ”zlaté ¢islo”). Udajné reprezentuje pomér stran
obdélniku, ktery je oku nejpiijemnéjsi.

Priklad 3.6. Prenos informaci.

Predpokladejme signalni systém, ktery ma dva signaly s; a sy tak, jako tecky a carky
u telegrafu. Zpravy jsou prenaseny kédovanim do fetézcti nebo posloupnosti téchto dvou
signalti. Predpokladejme, ze signal s; potfebuje praveé n; casovych jednotek a signal s,
praveé ny Gasovych jednotek pro sviij prenos. Uréete mozny pocet prenesenych zprav M (n)
za ¢as n.
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—e—e——eee— ... ¢ M(n—mn;1) moZna zprava
———e——se—— ... — M(n— ny) mozna zprava

Obr. 3.1: Dva signély, jeden je zakoncen signdlem s; a druhy signalem ss.

Zprava kondi v ¢ase n bud signdlem s; nebo signalem ss. Jestlize zprava skonéi signalem
s1, pak posledni signal musi zacit v ¢ase n—ny (od signalu s; uplyne n; ¢asovych jednotek).
Proto je zde M (n — ny) moznych zprav, které se mohou objevit s poslednim znakem s;
(je zde M (n —ny) zpréav, které trvaji dobu n a kondi signélem s;). Podobné muizeme fici,
ze existuje M (n —ng) zprav v trvani n, které konci signilem so. Tedy celkovy pocet zprav
je M(n) o trvani n. Tyto ivahy mtZeme vyjadiit takto:

M(n) = M(n—ny) + M(n —na).

Jestlize n; > ng, pak vyse uvedeny vztah miize byt zapsan ve znamém tvaru diferenc¢ni

rovnice fadu ng
M(n+ny) — M(n+ny —ng) — M(n) =0. (3.11)

Dale, jestlize n; < ng, pak obdrzime rovnici fadu ns
M(n+ny) — M(n+ny —ny) — M(n) =0. (3.12)
Zajimavy specialni piipad nastane, kdyz n; = 1 a ny = 2. V tomto pripadé
Mn+2)—Mmn+1)—M(mn)=0

nebo
M(n+2)=M(n+1)+ M(n)

coz neni nic jiného nez Fibonacciho posloupnost
{0,1,1,2,3,5,8,...}

se kterou jsme se setkali v piikladu 3.5. Obecné FeSeni (tak jako ve vzorci (3.9)) je zapsano

ve tvaru n n
1 ) 1—+5
M(n):m( +\/_) —i—a2< 2\/_) ;o n=0,1,2.... (3.13)

2

Pro nalezeni a; a ay potfebujeme specifikovat M (0) a M(1). Rozumné je volit M (0) = 0
a M(1) = 1. Uzitim téchto vstupnich dat ve vztahu (3.13) dostaneme

1 1
= gy = ——F=,
NN

a; =

a feSeni naseho problému je

N AN IETAY
o () LA
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V teorii informaci je kapacita C' kanalu definovana jako

C = lim 222M0) (3.15)

n—00 n

<1+2‘/5> — (1 _2‘/5> ] . (3.16)

kde log, znaci logaritmus o zakladu 2.
Z rovnice (3.14) dostaneme

log, -
C = lim —5 4 lim log,

n—00 n n—o0

Nésledné

lim (1 _ \/3) - 0.
n—o00 2

V&imnéme si, Ze vyraz na pravé strané rovnice (3.16) konverguje k nule kdyz n — co.
Tedy

1
Cc = lim—log2< 5

145\
n—oo N ’
1 5
C = log, ( +2\/_> ~ 0.7. (3.17)

3.1 Linearni nehomogenni rovnice

V poslednich kapitolach jsme se seznamili s linedrnimi homogennimi diferenénimi rovni-
cemi. Kromé toho jsme v pripadech rovnic s konstantnimi koeficienty ukazali, jak sestrojit
jejich Teseni. Déle se zaméfime na feseni nehomogennich linearnich rovnic k-tého fadu

y(n+k) +pi(n)y(n+k—=1) +--- +pr(n)y(n) = g(n), (3.18)

kde py(n) # 0 pro vSechna n > ng. Posloupnost g(n) se nazyva vnéjsi silou, ¥idici funkci
nebo vstupem do systému. Rovnice (3.18) reprezentuje fyzikalni systém ve kterém g(n)
je vstup a y(n) je vystup. Tedy feSeni rovnice (3.18) determinuje vystup y(n), ktery je
dan vstupem g(n). Pfed zapocetim feSeni (3.18) chceme polozit nésledujici otazku: Ma
feseni rovnice (3.18) tvar prostorového vektoru? Jinymi slovy. Je soucet dvou feseni vztahu
(3.18) fesenim vztahu (3.18)7 A je také nasobek jeho feseni vztahu (3.18) feSenim rovnice
(3.18)? Odpovézme na tyto nésledujici otdzky piikladem.

Priklad 3.7. Uvazme rovnici

y(n+2) —y(n+1) —6y(n) =5-3"
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(a) Ukazte, Ze y1(n) =n3""! a ya(n) = (1 +n)3""! jsou feSenim rovnice.
(b) Ukazte, Ze y(n) = ya(n) — y1(n) neni feSenim rovnice.

)
c) Ukaite, Ze p(n) = sn3""! neni feSenim rovnice pro s # 1.

(
Reseni.

D—‘\

a) Ovéfeni, Ze y; a ys jsou TeSeni, je vynechano.

(a)
(b) Polozime y(n) = y2(n) — y1(n) = 3"~ do rovnice a dostaneme
3t 3" —6.3"1=3"(3-1-2)=0#5-3"

(c) Substituci za ¢(n) do rovnice vidime, Ze ¢(n) neni fesenim.
Dusledky

(i) Z ptedchoziho piikladu usuzujeme, Ze na rozdil od homogennich rovnic, feSeni neho-
mogennich rovnic (3.18) nemaji tvar prostorového vektoru. Ani soucet (rozdil)
dvou feseni ani jejich nasobek feSeni neni feSenim nehomogenni rovnice.

(ii) V casti (b) ptikladu 3.7 jsme zjistili, Ze rozdil dvou FeSeni y2(n) a y;(n) nehomo-
genni rovnice je ve skutecnosti feSenim asociované homogenni rovnice. To plati pro
homogenni obecnou rovnici n-tého radu.

Véta 3.8. Jestlize y1(n) a ya(n) jsou resenimi rovnice (3.18), pak x(n) = y1(n) — ya(n)
je resenim asociované homogenni rovnice.

z(n+k)+pi(n)z(n+k—1)4+ -+ pr(n)x(n) = 0. (3.19)

Obecné feseni homogenni rovnice (3.19) odpovidajici nehomogenni rovnice (3.18),
oznacime y.(n). Reseni nehomogenni rovnice (3.18) se nazyva partikularnim feSenim a
bude se znacit y,(n). Dalsi véta ukazuje jakou mé strukturu obecné feseni rovnice (3.18).

Véta 3.9. Kazdé teseni y(n) rovnice (3.18) se dd zapsat ve tvaru

() = 3pn) + 3 aizi(n)

kde {x1(n),z2(n),...,zx(n)} je fundamentdlni mnoZina teseni homogenni rovnice (3.19).

Dikaz. Rozdil y(n) — y,(n) je feSenim homogenni rovnice (3.19). Tedy

y(n) — yp(n Zaxl

=1
pro libovolné konstanty a;.
Predchézejici véta Fika, Zze obecné FeSeni nehomogenni rovnice (3.18) je
y(n) = ye(n) + yp(n). (3.20)
Nyni zaméfime nasi pozornost na nalezeni partikularniho feseni y, nehomogenni rov-

nice s konstantnimi koeficienty

y(n+k)+py(n+k—1)+---+pry(n) = g(n). (3.21)
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3.1.1 Metoda neurcitych koeficient

Tato metoda spoc¢iva v odhadu podoby partikularniho feseni. Neni Gi¢inna pro zcela li-
bovolny nehomogenni vyraz g(n). Mohou vSak byt stanovena ur¢itd pravidla pro zjisténi
partikuldrniho feSeni touto metodou, a to pokud g(n) je linedrni kombinaci funkci, z nichz
kazda ma jeden z tvari

a",sin(bn), cos(bn), nebo n*, (3.22)

pripadné souciny téchto tvari
a"sin(bn), a"n*, a"n* cos(bn), . . .. (3.23)

Definice 3.10. Polynomialni operator N(FE), kde E je operator posunu se nazyva ani-
hildtorem funkce g(n), jestlize
N(E)g(n) = 0. (3.24)

Jinymi slovy, N(E) je anihildtor g(n), pokud g(n) je FeSenim rovnice (3.24).

Napiiklad anihilator funkce g(n) = 3" je N(F) = E — 31, protoze (E — 3I)y(n) =0
ma feSeni y(n) = 3".

Anihilator funkce g(n) = cos % je N(E) = E*+1, protoze (E*+4I)y(n) = 0 mé Feseni
y(n) = cos &F.

Pfepisme rovnici (3.21) pomoci operatora posunu E jako

p(E)y(n) = g(n), (3.25)
kde p(E) = E"F + p M 44y

Predpokladejme nyni, ze N(F) je anihilator g(n) v rovnici (3.25). Pouziti N(E) na
obou stranéach rovnice (3.25) da

N(E)p(E)y(n) = 0. (3.26)
Nechf A1, A, ..., \x jsou charakteristické kofeny odpovidajici homogenni rovnici
p(E)y(n) =0 (3.27)
a [y, 2, - - ., i jsou charakteristické koreny odpovidajici rovnici
N(E)y(n) = 0. (3.28)

Uvazujme dva piipady.

Pripad 1. Zadné z &isel )\; neni rovno Zadnému ¢&islu p,;. V tomto piipadé je y,(n)
obecnym feSenim rovnice (3.28) s neurcenymi konstantami. Zpétnym dosazenim tohoto
odhadu partikularniho feseni do rovnice (3.21), zjistime hodnoty konstant.

Pripad 2. \; = p; pro nékteré 7,j. V tomto pripadé mnozina charakteristickych ¢i-
sel rovnice (3.26) obsahuje kofeny vyssich nasobnosti. K urceni partikularniho feseni
Yp(n), nejprve najdeme obecné Feseni rovnice (3.26) a pak zrusime vSechny vyrazy, které
se objevuji v y.(n). Potom postupujeme podobné jako v pfipadé 1 a najdeme hodnoty
konstant.
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Piiklad 3.11. Reste diferenéni rovnici
y(n+2)+yn+1) — 12y(n) = n2". (3.29)
Reseni. Charakteristické kofeny homogenni rovnice jsou A\; = 3 a A\, = —4. Proto,
Ye(n) = 13" + co(—4)".

JelikoZ anihilator g(n) = n2" je ddn N(FE) = (F — 2I)? vidime, ze yu; = pa = 2. Tato
rovnice patii do oblasti Piipadu 1 nebot \; # p; pro jakékoliv 4, j. Proto

Yp(n) = a12" + agn2".
Dosazeni tohoto vztahu do rovnice (3.29) dava

a12"? + ag(n +2)2"2 + 012" 4 ag(n + 1)2"T — 12a9n2" = n2"
(10ay — 6a1)2" — 6agn2™ = n2".

Proto
10@2 - 6@1 =0 a - 6@2 = 1,
nebo
. 1
ay = 18, A9 = 6
Partikularni feseni je
n)=——2"——-n2"
I 187 "6
Obecné feseni je dano takto:
(n) = 13" + ea(—4)" — 22" — T2
yin) =« Cy 18 6 nz .
P¥iklad 3.12. Reste diferencni rovnici
(E—=30)(F+2l)y(n)=5-3". (3.30)
Reseni. Anihilatorem funkce 5 - 3" je N(E) = (E — 3I). Proto y; = 3. Charakteristické
koreny homogenni rovnice jsou A\; = 3 a Ay = —2. Jelikoz Ay = p1, aplikujeme postup pro
pripad 2.
Tedy,
(E—30)*E +2)y(n) = 0. (3.31)

Nyni y.(n) = ;3" + co(—2)".
Nyni vime, Ze obecné FeSeni rovnice (3.31) je ddno vztahem

g(n) = (a1 + agn)3™ + az(—2)".
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Vynechanim z §(n) funkci 3" a (—2)", které se objevily v y.(n), stanovime y,(n) = asn3™.
Dosazeni y,(n) do rovnice (3.30) da

as(n +2)3""2 — ay(n + 1)3" 1 — 6ayn3™ =5 - 3"
nebo
1
A9 = 5
tedy y,(n) = n3""!, a obecné feseni rovnice (3.30) je
y(n) = 13" + cp(—2)" +n3" .
Priklad 3.13. Najdéte feseni diferen¢ni rovnice

y(n+2)+4y(n) = 8- 2" cos (%) . (3.32)

Reseni. Charakteristickd rovnice odpovidajici homogenni rovnici je
N +4=0.

Charakteristické kofeny jsou
A =20, Ay = —2i.

tedy r=2,a0=m/2,a

Ye(n) = 2" (c1 cos (%) + casin ().
Viimnéte si, Ze se funkce g(n) = 2" cos (%2) objevi v y.(n). Déle

yp(n) = 2" (ancos () + bnsin (%)) . (3.33)
Dosazeni vztahu (3.33) do (3.32) dava

2" (a(n +2) cos (% + ) + b(n + 2) sin (% + 7))
+4 - 2" (an cos (%) bnsm( )) =8-2"cos (%) )
Nahrazenim cos (% + 7r) za — COoS (%) , a sin (% + 7T) za, — sin (%) , a porovnanim ko-

eficientt dostavame a = —1 a b= 0.
Dosazenim zpét do vztahu (3.33), dostdvame

yp(”) = —2"H!

n cos (%) ,
a obecné TeSeni rovnice (3.32), ke kterému dospéjeme sectenim y.(n) a y,(n), je

y(n) =2" (c; cos ™ + cosin % — ncos ) .
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3.1.2 Metoda variace konstant (parametri)

Uvazujte nehomogenni diferen¢ni rovnici druhého radu

y(n+2) + pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n) = g(n) (3.34)
a odpovidajici homogenni diferen¢ni rovnici
y(n+2) + pi(n)y(n + 1) + pa(n)y(n) = 0. (3.35)

Metoda variace konstant je bézné pouzivana k nalezeni partikularniho FeSeni y,(n) rov-
nice (3.34), kdy koeficienty p;(n) a pa(n) nejsou konstanty. Tato metoda predpoklada, ze
partikularni feSeni rovnice (3.34) miZe byt napsano ve tvaru

y(n) = ur(n)y1(n) + ua(n)yz(n), (3.36)

kde y1(n) a y2(n) jsou dvé linedrné nezavisla feseni homogenni rovnice (3.35) a uy(n), ug(n)
jsou zatim neznamé posloupnosti, které budou urcéeny pozdéji. Lze snadno ukazat, ze
yn+1) = wi(n)y(n+1)+ux(n)y(n+1) + (3.37)
+Aui(n)yr(n + 1) + Aug(n)yz(n + 1).
Polozme
Aui(n)y;(n+ 1) + Aug(n)yz2(n + 1) = 0. (3.38)
Pouzitim (3.37) a (3.38) lze ukézat, zZe
y(n+2) = w(n)yi(n+2) +uz(n)yz(n +2) +
+Au(n)yr(n + 2) + Aua(n)yz(n + 2).

Nahrazenim vySe uvedenych vyrazt za y(n),y(n+1), a y(n+2) v (3.34), pouzitim (3.38)
a skutecnosti, ze y;(n) a yo(n) jsou feSeni homogenni rovnice (3.35), dostaneme

Aug(n)yi(n + 2) + Aug(n)ya(n + 2) = g(n). (3.39)
Nyni mizeme ziskat Auy(n) a Aus(n) jako feSeni soustavy rovnic
Auy(n)yr(n + 1) + Aug(n)ya(n+1) = 0. (3.40)

Aug(n)yr(n +2) + Aug(n)ya(n +2) = g(n).
Pouzitim Cramerovo pravidla, dostaneme

g(n)yz2(n +1) gy (n+1)
T Aug(n) = —F——— (3.41)

kde C'(n) je Casoratian y;(n) a yz2(n).
Pouzitim vzorce (2.16), mizeme najit ui(n) a uz(n) jako

Aui(n) = —

n—1 n—1
—g(r)ya(r+1) g r)yl r+1)
= E . 3.42
w(n) — C(r+1) ’ Cr+1 (3-42)
A konecné, partikularni feseni y,(n) rovnice (3.34) je
n—1
1 — 1

C(r+1)
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Maplety

Kliknutim na nasledujici odkaz si 1ze pomoci mapletu pripomenout, jak lze fesit nehomo-
genni linedrni rovnice pomoci Z-transformace:

1. Linearni nehomogenni rovnice fesené Z—transformaci.

2. Z—transformace.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/DifEztrans.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/zTransform.html
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4  Systém diferencnich rovnic

V posledni kapitole jsme se zabyvali linearnimi diferen¢nimi rovnicemi, a sice rovnicemi
s jednou nezavislou a jednou zavislou proménnou. Protoze ne kazda situace, se kterou se
setkdme, bude tak snadnda, musime byt pripraveni si poradit se systémem o vice nez jedné
zavislé proménné.

Proto se v této kapitole budeme zabyvat systémy rovnic o vice zavislych proménnych.
Tyto systémy se vyskytuji v mnoha védeckych oborech.

Déle budeme transformovat diferen¢ni rovnice vyssich radd, které jsme jiz probirali,
na systémy rovnic prvniho fadu. Tato transformace se pravdépodobné ukaze jako malo
prakticky vyuzitelnd v oblasti problému okrajovych hodnot a oscilaci, ale je uzitecnym
nastrojem pii studiu teorie stability.

4.1 Autonomni (¢asové nezavislé) systémy

V této ¢asti se budeme zabyvat hleddnim feseni nasledujiciho systému k-linearnich rovnic:

xl(n + 1) = auxl(n) + algmg(n) + 0 4 aT (n)
zo(n+1) = agzi(n) + agra(n) + - + agrr(n)
rrn+1) = apri(n) 4+ agza(n) + -+ 4+ agpzr(n)

Tento systém muze byt zapsan ve vektorové forme
z(n+ 1) = Az(n), (4.1)

kde z(n) = (z1(n), z2(n),...,zx(n))" € R* (T oznaluje transpozici vektoru), a A = (a;;)
je k x k redlné nesingularni matice. Systém (4.1) je povazovan za autonomni nebo ¢asové
nezavisly, kdyz hodnoty A jsou vSechny konstantni. Neautonomni nebo c¢asové zavislé
systémy budou uvazovany pozdéji.

Pokud pro né&jaké ny > 0, x(ng) = o, pak systém (4.1) je nazyvan pocéate¢nim pro-
blémem. Déle jednoduchou iteraci (nebo pfimo dosazenim do systému) je mozné dokézat,
ze Teseni je dano vztahem

x(n,ng, o) = A" "xy, (4.2)
kde A° = I, je k x k jednotkova matice. VSimnéte si, Ze x(ng, ng, ¥¢) = x. Pokud ng = 0,
pak feSeni ve vztahu (4.2) mtze byt zapsano jako x(n,xg), nebo jednoduseji jako x(n).
Lze ptedpokladat, ze ng = 0.
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Necht y(n — ng) = z(n). Pak
y(n+1) = Ay(n), (4.3)
y(0) = x(no) a
y(n) = A"y(0). (4.4)
4.1.1 Diskrétni analogie Putzerova algoritmu

V diferencidlnich rovnicich je Putzertiv algoritmus pouzivan k vypoctu e’. Zde uvedeme
analogicky algoritmus k vypoc¢tu mocnin A”. Nejprve se podivejme na nékteré poznatky
teorie matic, které budeme potiebovat. V nésledujicim textu oznacuje C mnozinu kom-
plexnich ¢isel.

Pfipomenime, ze pro redlnou k x k matici A = (a;;), je charakteristickym ¢islem A
realné nebo komplexni ¢&islo A\ takové, ze A¢ = \¢ pro néjaky nenulovy vektor & € CF.
Ekvivalentné mutze byt tento vztah zapsan jako

(A= X)E=0. (4.5)
Rovnice (4.5) ma nenulové feseni ¢ tehdy a pouze tehdy pokud
det(A—AI)=0
nebo, v rozvinutém tvaru, kdyz
Mo a N a2 g M Ha = 0. (4.6)

Rovnice (4.6) je nazyvana charakteristickou rovnici matice A jejiz kofeny A jsou nazy-
vany charakteristickymi ¢isly matice A. Pokud A1, Ao, ..., \; jsou charakteristickymi
¢isly matice A (néktera z nich se mohou opakovat), pak mizeme napsat rovnici (4.6) jako

) = [[0 -2 =o0. (4.7)

Nyni jsme pfipraveni formulovat Cayley-Hamiltonovu vétu, ktera je jednim ze zakladnich
vysledkt teorie matic.

Véta 4.1. Kazdd matice vyhovuje své charakteristické rovnici. To znamend,
k
p(A4) =L (A= N1) =0, (18)
j=1

nebo
AP fag AP b ap AR I =0 (4.9)
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4.1.2 Algoritmus vypoctu A"

Necht A je k x k realna matice. Podivejme se na moznou reprezentaci A™ vztahem
A" =3 ()M (j - 1), (4.10)
j=1

kde wu;(n) jsou skalarni funkce, jez budou stanoveny pozdéji a
M(j) = (A=XNIM(j = 1), M(0) =1 (4.11)
nebo
M(j+1) = (A= X l)M(j), M(0) = 1.

Iteraci mizeme ukazat, ze
M(n) = (A= NI)(A—=Xpid) - (A= N\I).

Ve zkraceném zapisu
n

M(n) = JJ(A - N\D). (4.12)

=1
Vsimnéte si, ze diky Cayley-Hamiltonové vété mame

M(k) =JJ(A-N\I)=o0.

J=1

Nésledné, M(n) = 0 pro vSechna n > k. Diky tomuto zji$téni miuZeme piepsat vzorec

(4.10) takto
k

A" = ui(n)M(j - 1). (4.13)

j=1
Nechéme-li n = 0 ve vzorci (4.13) pak dostaneme
AY =T = uy(0)1 + ug(0)M (1) + - - + up(0) M (k — 1). (4.14)
Rovnice (4.14) je splnéna pokud
u1(0) =1 a uz(0) = uz(0) = -+ = ux(0) = 0. (4.15)

Ze vzorce (4.13) mame

k
AT = Y Cui(n 4+ )M (- 1) = AA

Jj=1

= A (Z uj(n)M(j — 1))

j=1
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u;j(n)AM(j —1).

I

Il
—

J

Dosazenim za AM (j — 1) z rovnice (4.11) dostaneme

S wn+ DMG = 1) = D ws(n) (MG) + LM = 1). (4.16)

Porovnanim koeficienti u matic M (j), 1 < j < k, v rovnici (4.16) a aplikaci podminky
(4.15) ziskame

w(n+1) = Mui(n), up(0) =1, (4.17)
uj(n+1) = Nuj(n)+uj—1(n), u;(0)=0,j=2,3,... k. '
Reseni rovnic (4.17) jsou déna takto:
n—1
ur(n) =AY, wp(n) =Y NTUw(), j=2,3,.. k. (4.18)
=0

Rovnice (4.12) a (4.18) dohromady tvofi algoritmus pro vypocet A", ktery se nazyva
Putzerovym algoritmem.

Priklad 4.2. Najdéte feSeni diferencialniho systému x(n + 1) = Az(n), kde
1 2
2 4
1 6

A:

S O =~

Reseni. Charakteristicka &isla matice A mohou byt ziskédna feSenim charakteristické rov-
nice det(A — AI) = 0. Nyni

4-X 1 2
det 0 2-) —4 |=(A-N)—-4)?*=0.
0 16—\

Vlastni ¢isla matice A jsou \; = Ay = A3 = 4. Takze

0 1 2
MO)=1I, M1)=A-4I=|0 -2 —4 |,
0 1 2

Nyni,



52 SYSTEM DIFERENCNICH ROVNIC

us(n) = 24”’1’i 4" =ng" !

us(n) = 24”_1_i-i4i_1

100
A" = 41 0 1 0 | +na™!
001

S co o o/~
O O =
|
— N
|
RO B DO
+

0 0
—1
+n(n2 )47172 0 0
0 0
4n n4nr-t 2n 471
= 0 4" —2n4"! —n4"

0 n4n1 4n 4 2 471
Reseni soustavy diferenc¢nich rovnic je

4"21(0) + n 4" 1z5(0) + 2n 4" 125(0)
z(n) = A"z(0) = (4" — 2n 4" H5(0) — n4"x3(0)
nd" 1zy(0) + (4" 4 2n 4" 1)x3(0)

kde z(0) = (21(0), 22(0), 23(0))T.

Maplety
Kliknutim na nasledujici odkaz si lze pomoci mapletu procvicit toto téma:

1. Vypocet determinantu matice.

2. Vlastni ¢isla a vektory konstantni matice.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Determinant.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/vlastniCislaAVektory.html
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5 Linearni systémy diskrétnich rov-
nic - obecna teorie

Uvazujme soustavu

z(n+1) = A(n)x(n), (5.1)

kde A(n) = (a;j(n)) je k x k regularni maticova funkce. Uvedeny systém je homogenni
linearni diferenc¢ni soustavou, kterd je neautonomni neboli ¢asové proménna.
Odpovidajici nehomogenni soustava je

y(n +1) = A(n)y(n) + g(n), (5.2)

kde g(n) € R.
Prodiskutujme existenci a jednozna¢nost feseni systému (5.1).
Véta 5.1. Pro kazdé xg € R* ang € ZT existuje jediné feseni x(n, ng, xg) rovnice (5.1)
vyhovugict podmince x(ng, ng, o) = To.
Diukaz. Ze systému (5.1) dostavame

z(no + 1,n9,20) = A(ng)z(ng) = A(nog)zo,

z(no + 2,n9,x0) = A(no+ 1)x(ng+1) = A(no + 1)A(ng)z(no).

Uzitim matematické indukce mtizeme vyvodit, ze

kde
HA(Z'):{ i;l(n—l)A(n—Q)---A(no) if n > ny }

_ if n=nyp
i=ng

Vzorec (5.3) vyjadfuje jediné FeSeni s pozadovanymi vlastnostmi.
5.1 Fundamentalni matice

Nyni definujme pojem fundamentalni matice, ktery je zakladnim stavebniho kamenem v
teorii linearnich systém.
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Definice 5.2. Reseni z1(n),x2(n), ..., z,(n) rovnice (5.1) jsou linedrné nezavisla pro n >
> ng > 0 tehdy a jen tehdy, kdyz ze vztahu

c1z1(n) + coxa(n) + - -+ + cpap(n) =0,
kde n > ng, vyplyva ¢; =0, 1 <1 < k.

Uvazujme ®(n) jako matici rozméru k x k, jejiz sloupce jsou tvofeny FeSenimi rov-
nice (5.1). PiSeme

a plati
d(n+1) = [A(n)z1(n), A(n)xz(n),..., A(n)xk(n)]
- A(n)[zl(n)a x2(n)> 7:Bk(n)]
= A(n)®(n)

Vidime, Ze ®(n) vyhovuje maticové diferen¢ni rovnici.

®(n+1) = A(n)®(n). (5.4)
Reseni

xl(n)’ :L'Q(n)? s 71:/6(”)
jsou linedrné nezavisla pro n > ng, tehdy a jen tehdy, kdyZz je matice ®(n) regulérni

(det ®(n) # 0) pro vSechna n > ng. To vede k dalsi definici.

Definice 5.3. Je-li ®(n) matice, kterd je regularni pro n > ny a vyhovuje rovnici (5.4),
pak se nazyva fundamentalni matici soustavy rovnic (5.1).

Vsimnéte si, ze pokud ®(n) je fundamentalni matice a C' je jakdkoli regularni matice
stejného rozméru, pak ®(n)C' je taktéz fundamentalni matice. Takto existuje nekoneéné
mnoho fundamentalnich matic pro danou soustavu. Piesto existuje jedna fundamentalni
matice, kterou jiz zname, a to

d(n) = 1:[ A(7), kde ®(ng) = 1.

1=ng

V autonomnim piipadé, kdy A je konstantni matice, je ®(n) = A" "0, a kdyz ny = 0, pak
d(n) = A"

Véta 5.4. Euxistuje jediné teseni ¥(n) maticové rovnice (5.4) spliiugici pocdtecni pod-
minku V(ng) = I.

Diukaz. Maticovou diferen¢ni rovnici (5.4) miiZzeme povaZovat za systém k? diferen¢nich
rovnic 1. fadu. Mizeme aplikovat Vétu 5.1 o existenci a jednoznacnosti feseni, abychom
dostali feseni v takové, ze

v(ng) = (1,0,...,1,0,...)",
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kde se jednicky objevuji na prvnim, £ + 1, 2k 4+ 1, ..., atd. misté a nuly jsou na vSech
ostatnich pozicich. Vektor v je pak pfeveden na matici W(n) rozméru k X k seskupenim
do soustavy k vektorti, reprezentujicich sloupce. Plati U(ng) = I.

Dodejme, ze pokud pracujeme s jakoukoli fundamentélni matici ®(n), pak matice
®(n)® *(ng) je takovou matici. Tato specidlni fundamentéalni matice je oznacena jako
®(n,np) a nazyvame ji stavovou matici pfechodu.

Obecné muzeme psat

®(n,m) = ®(n)® *(m)

pro jakakoli dvé kladna ¢isla n,m s n > m. Fundamentalni matice ®(n,m) ma nékolik
vlastnosti, které bychom zde méli uvést. Nejdfive si vSimnéme, ze ®(n,m) je FeSenim
maticové diferencni rovnice

®(n+1,m) = A(n)®(n,m).

Plati:

Poznamka 5.5. Jediné feSeni x(n,ng,zo) rovnice  (5.1) vyhovujici podmince
x(n,ng, ro) = xg je
x(n, ng, xo) = ®(n, ng)xo. (5.5)

Véta 5.6. (Abeliv vzorec). Pro jakékoli n > ng > 0, plati

det ®(n) = (ﬁ det A(Z)) det ®(ny). (5.6)

1=ng

Dikaz. Z (5.4) dostaneme skalarni diferen¢ni rovnici
det ®(n + 1) = det A(n) det ®(n).
Jeji FeSeni je dano vztahem (5.6).
Poznamka 5.7. Je-li v rovnici (5.1) matice A konstantni matici, pak
det @(n) = (det A)" det ®(ny). (5.7)

Dukaz. Dukaz vychazi ze vzorce (5.5).
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Poznamka 5.8. Fundamentalni matice ®(n) je regularni pro kazdé n > ny, tehdy a jen
tehdy, kdyz je ®(ng) regularni.

Dukaz. Tvrzeni vyplyva ze vzorce (5.6), pokud bereme do uvahy, ze det A(i) # 0, pro
7 Z no.

Poznamka 5.9. Reeni z1(n), zo(n), ..., zx(n) rovnice (5.1) jsou linedrné nezévisld pro
n > ng tehdy a jen tehdy, kdyz matice ®(ng) je regularni.

Dikaz. Tvrzeni vyplyva pfimo z Dusledku 5.8.
Nasledujici véta potvrzuje existenci k linedrné nezévislych feseni rovnice (5.1).

Véta 5.10. FEzistuje k linedrné nezavislych teseni soustavy (5.1) pro n > ny.
Dikaz. Pro kazdé i = 1,2, ...,k polozme
ei = (0,0,...,1,...,0)7

(jde o standardni jednotkovy vektor v R¥, kde viechny prvky jsou nulové kromé i-tého
prvku, ktery je roven 1). Dle Véty 5.1, pro kazdé e;, 1 <i < k existuje feSeni

z(n, no, €;)

rovnice (5.1) takové, ze
x(ng, no, €;) = €;.

Abychom dokéazali, Ze soustava Teseni
{z(n,ng,e;)| 1 <i <k}

je linedrné nezavisla, staci v souladu s Dusledkem 5.6 ukazat, ze ®(ng) je reguléarni. Tento
fakt je ale zfejmy, nebot ®(ng) = I. Dikaz véty je nyni kompletni.

Poznamka 5.11. Soustava S vSech FeSeni rovnice (5.1) je linedrnim prostorem rozmeéru

k.

Dtlezitym dtsledkem je, ze kdyz jsou

z1(n), x2(n),. ..,z (n)
feSeni rovnice (5.1), potom z(n) = >, ¢;z;(n) je také FeSenim rovnice (5.1). Tato sku-

tecnost vede k definici obecného feSeni rovnice (5.1).

Definice 5.12. Ptedpokladejme, ze {z;(n)|1 < i < k} je jakdkoli linedrné nezavisla
soustava TeSeni rovnice (5.1). Obecné FeSeni rovnice (5.1) je definovano jako

k

x(n) = Z cizi(n), (5.8)

=1

kde ¢; € R jsou libovolné konstanty.
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Vzorec (5.8) muze byt zapsan ve tvaru
z(n) = ®(n)c, (5.9)

kde ®(n) = (z1(n), za(n), ..., zx(n)) je fundamentalni matice a ¢ = (c1, ¢y, ..., cr)? € RE.

Nyni vénujme pozornost nehomogennimu systému (5.2). Definujeme partikuldrni fe-
Seni y,(n) rovnice (5.2) jako jakoukoli vektorovou funkei, kterd vyhovuje nehomogenni
diferencni soustavé. Nasledujici vysledek dava predstavu o struktufe obecného feseni sou-
stavy (5.2).

Véta 5.13. Obecné feseni y(n) rovnice (5.2) muZe byt zapsino jako
y(n) = ®(n)c+ yy(n), (5.10)
kde ¢ je libovolny konstantni vektor.

Nyni uvedeme vzorec pro uréeni partikularniho feseni y,(n).

Véta 5.14. Partikuldrni reseni rovnice (5.2) je mozné zapsat ve tvaru

n—1

yp(n) = Y ®(n,7 +1)g(r),

r=ng

kde y,(ng) = 0.

Dukaz.

yp(n+1) = Z d(n+ 1,7+ 1)g(r)

r=ng

= > An)@(n,r +1)g(r) + @(n + 1,n + 1)g(n)

r=ng

= A(n)y(n)+g(n)

Vidime, Ze y,(n) je feSenim rovnice (5.2). Navic plati y,(n¢) = 0.

5.2 Variace konstant

Véta 5.15. (Vzorec variace konstant). Jediné reseni pocdtecni ulohy

y(n+1) = A(n)y(n) +g(n), y(no) = o (5.11)
je dano vztahem

y(n,m0,40) = ®(n,10)yo + Z (n,7+ 1)g(r) (5.12)

r=ngQ
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nebo

y(n,no, o) (H Al ) Yo + i ( 1:[ A(i)) g(r)

r=ng \i=r+1

(5.13)
Dikaz. Tvrzeni vyplyva pfimo z Véty 5.13 a z Lemma 5.14

Poznamka 5.16. Pro autonomni systém, kde A je konstantni matice, je Tfeseni rov-
nice (5.11) déno jako

n—1
y(n,no,y0) = A" "yo + Y AT g(r). (5.14)
= Ay(n) + g(n), kde

(33 w-(1) w-(3)
Reseni. Uziti

ni. Uzitim Putzerova algoritmu muzeme ukazat, ze

Priklad 5.17. Vyfeste soustavu y(n + 1)

()
Tudiz
o= (575)(3)
+’Z‘ ( EET)()
. ﬁ"‘lr@)w%”‘lef
e )Hn 50
P )
(pouzmm waorce 3 rar — A=) 01 a>>
(2 e (B @) () (- ()
(5) (0w 0-00)
_ ( )+2”(_5(5)1jé)_5(5) )
2" n2m =t —n 2" +n 2t —n
() () - ()
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Nyni se vratime ke skalarnim rovnicim k-tého fadu a ukazeme jak je transformovat
do k-rozmérného systému rovnic 1. fadu. Uvazme znovu rovnici

y(n+k) +pi(n)y(n+k—=1) 4+ pe(n)y(n) = g(n). (5.15)
Tento vztah muze byt také zapsan jako soustava rovnic 1. fadu. Polozme
z(n) = y(n),

z9(n) yn+1)=z1(n+1),
z3(n) = y(n+2)=z2(n+1),

zk(n) = yn+k—1)=z1(n+1).

Déle oznacme z(n) = (21(n), za(n), ..., zx(n)).
Tudiz,

z1(n+1) = 2(n),
z(n+1) = z3(n),

zke1(n+1) = zx(n),
a(n+1) = —prn)a(n) — pe-1(n)z2(n) — - — pi(n)zk(n) + g(n).

Zapiseme tuto soustavu jako

z(n+1) = A(n)z(n) + h(n), (5.16)
kde
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 e 0
An) = : : : : , (5.17)
0 0 0 1
—pr(n) —pr-1(n) —pr—2(n) -+ —pi(n)
0
0
h(n) = 0
9(n)

Pokud g(n) = 0, dostavame homogenni soustavu
z(n+1) = A(n)z(n). (5.18)

Matice A(n) je nazyvana pfidruzend matice k rovnici (5.15).
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Nyni uvazme homogenni rovnici k-tého fadu s konstantnimi koeficienty
r(n+k)+paen+k—1)+pan+k—2)+- - +px(n) =0,
ktera je ekvivalentni soustavé, kde A je matice definovana ve vzorci (5.17):
z(n+1) = Az(n). (5.19)

Casoratian rovnice (3.1) je C'(n) = det ®(n), kde ®(n) je fundamentalni matice sys-
tému (5.19). Charakteristicka rovnice matice A je

A\E —l—p1)\k_1 +p2/\k_2 + P A+ pr =0,

coz odpovida rovnici (3.2). Tudiz vlastni ¢isla matice A jsou kofeny charakteristické rov-
nice (3.1).
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