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Predmluva

Pfedmét matematicky seminai v prvnim semestru FEKT VUT v Brné slouzi k dopl-
néni a sjednoceni trovné stiedoskolské matematiky, aby studenti zvladli matematické
predméty na nasi fakulté. Vzhledem k zavedeni statnich maturit doslo ke zménadm osnov
stfedoskolské matematiky a pfedmét BMAI1, probihajici také v prvnim semestru, byl
rovnéz pozménén. Bylo proto nutné zménit i vyuku matematického seminéafte.

Skripta Matematicky seminai jsou inovaci stejnojmennych skript z roku 2005. Pti-
klady k procvicovani probirané latky jsou doplnéné o Maplety.

Byla vytvorena banka prikladi k matematickému seminafi v Maple T.A. formou
uzavienych i otevienych testovacich otazek. Zvladnuti takového testu by meélo slouzit
studentim k ovéfeni stiedoskolskych znalosti na dostate¢né urovni. Automatické ohod-
noceni testu pak ucitelim zjednodusi udéleni zapoc¢tu za predmét.

31.3.2014 E. Kolarova
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1  Zaklady matematické logiky

1.1 Zakladni pojmy

Definice 1.1. Vyrok je vyslovend nebo napsana myslenka, kterd sdéluje néco, co miize
byt pouze pravdivé nebo nepravdivé.

Poznamka 1.2. Jednoduché vyroky oznacujeme velkymi pismeny, napi. A, B,V,....

Pomoci logickych spojek dostavame slozené vyroky. Nejdilezitéjsi jsou:
o A (nonA; A’; ~A;...) — negace vyroku A (neni pravda, ze A).
e AN B — konjunkce (A a zaroven B).
e AV B — disjunkce (A nebo B; plati alesponi jeden).
o A = B — implikace (jestlize A, pak B; z A plyne B).

e A< B — cekvivalence (A plati tehdy a jen tehdy, kdyz plati B;
A plati pravé tehdy, kdyz plati B).

Kvantifikované vyroky jsou vyroky, udavajici pocet:

oV — obecny kvantifikdtor (Cteme: ke kazdému, pro kazdé, pro vSechna) vyjadiu-
jici, ze kazdy (vSichni, libovolny, kterykoliv) uvazovany objekt mé - nebo nema -
pozadovanou vlastnost.

e 1 — existencni kvantifikdtor (Cteme: existuje alesponi jeden) vyjadfuje, Ze nékteré
(alesponi jeden, néktefi, lze nalézt, existuje,...) objekty maji vlastnost, o kterou jde.

Priklad 1.3. Vyrok A je "rok méa 13 mésici” a vyrok B je 72 x 2 = 4.” Utvoite
A, AV B, ANB, A= B, A< B arozhodnéte, jsou-li pravdivé nebo nepravdivé.

Reseni. A :”rok nem4 13 mésic” - pravdivy vyrok

AV B :7rok ma 13 mésici nebo 2 x 2 = 4” - pravdivy vyrok

AN B :7rok ma 13 mésici a 2 X 2 =4” - nepravdivy vyrok

A = B :7 ma-li rok 13 mésict, pak 2 x 2 =4” - pravdivy

A< B :7rok ma 13 mésict pravé tehdy, je-li 2 x 2 = 4”7 - nepravdivy vyrok O
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Priklad 1.4. Vyslovte negaci vyroku A:

a) Vsechny kofeny mnohoc¢lenu jsou rovny nule.
b) Ne vSechna reélnd ¢isla jsou kladné.

c)2< -7

d) Levna vyroba proudu.

Reseni. a) Alespoii jeden kofen mnohoclenu je nenulovy;

b) Vsechna realna ¢isla jsou kladna,

c)2>-T,

d) neni vyrok O

Priklad 1.5. Vyrok A ”¢islo a je délitelné osmi”, vyrok B "¢islo a je délitelné dvéma”.
Formulujte A = B, a rozhodnéte zda je pravdivy.

Reseni. Je-li ¢slo a délitelné osmi, pak je délitelné dvéma. Pravdivéa implikace. O

Priklad 1.6. Vyjadrete tvrzeni ”Soucet kazdych dvou pfirozenych ¢isel se nerovna nule”
jako vyrok s kvantifikatory.

Reseni. V m,n € N plati, ze z + 1y # 0. O

Priklad 1.7. Zapiste pomoci vhodné proménné v oboru realnych cisel:

a) Soucet libovolného redlného ¢isla a jeho prevracené hodnoty.

b) Vztah, Ze druhd mocnina realného ¢isla je vzdy realné ¢islo.

¢) Vztah, Ze existuje pfirozené ¢islo, jehoz odmocnina neni raciondlni ¢islo.

1
Reseni. a) a+ ~, a € R.
a
b) V x € R plati, ze 2% € R.

¢) 3n €N, takové, ze \/n ¢ Q. O

1.2 Operace s mnozinami

Definice 1.8. Mnozinou rozumime souhrn libovolnych, navzajem rtiznych objekti, které
maji urcitou vlastnost.

Zakladni operace s mnozinami:
o A C B — inkluze mnozin A, B.
e A = B — rovnost mnozin A, B.
o AU B — sjednoceni mnozin.
o AN B — pranik mnoZin.
e A\ B — rozdil mnoZin.

o Ay — doplnék mnoZiny A v mnoziné B.
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Pripominame jesté intervaly, jejich nazvy a zndzornéni na ciselné ose:

o uzavieny interval — (a;b) = {x € Rja <z <b}: —e o

e otevieny interval — (a;b) = {zr € R;a <z < b} : -5 o

e polootevieny (polouzavieny) interval — (a;b) = {x € Rya < x < b} : -0 .
ev. (a;b)={reRa<z<b}: —e S

e neomezeny interval — (a;00) = {x € Rja <z} : —e
(a;00) ={z €eR; a <z} :-0
(—oosb) = {xr e Rz < b}:

(—oosb) ={x € Ryz < b} :

e oboustranné neomezeny interval — (—oo;00) = R :

O—

Priklad 1.9. M je mnozina vSech sudych ¢isel, P mnozina vSech lichych ¢isel, ktera
nejsou délitelné tfemi, R mnozina vSech ¢isel, kterd jsou délitelna tiemi. Urcete mnoziny
MNR MUPUR,PNR.

ReSeni. PNR =0; MUPUR =7Z a MNR je mnozina viech celych ¢isel délitelnych
Sesti. O

Priklad 1.10. M je mnozina vSech sudych prirozenych ¢isel mensich nez deset. Najdéte
vSechny jeji podmnoziny.

Reseni. M = {2,4,6,8}. Jednoprvkové {2}, {4}, {6}, {8};

dvouprvkové {2,4},{2,6},{2,8},{4,6},{4,8},{6,8};

trojprvkové {2,4,6},{2,4,8},{4,6,8},{2,6,8};

Ctyfprvkové {2,4,6,8} a prazdnd mnozina. ]

Cvicdeni

1. Nechf mnozina M je mnozina vSech feSeni rovnice cos 5f = 0, mnozina N je mnozina vsech

feseni rovnice sin rz = 0. Najdéte M UN, M NN.
2. Najdéte sjednoceni a prunik intervali:
a) (2;3) a (=1;00)
b) (—00;3) a (=8;15)
3. Vyteste graficky nasledujici pfiklady na sjednoceni a prinik intervali:
a) (—o0;4) N (—1;5)
b) (~2:10) N ((—oo; 3) U (6, oo))
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1.3 Véty a dukazy

Zakladem logické vystavby matematiky je soubor aziomd, t.j. matematickych vyroki,
které se povazuji za pravdivé a nedokazuji se. K zavedeni novych pojmu slouzi definice,
ktera stanovi nazev pojmu a urci jeho zakladni vlastnosti. Véta v matematice je pravdivy
vyrok, ktery musime logicky odvodit - dokazat - z axiomt, definic a difive dokazanych
vét. Podle pouzitych postupt rozlisujeme diikaz pfimy, nepiimy, dikaz sporem, dikaz
matematickou indukci.

Priklad 1.11. Véta: Soucin dvou libovolnych sudych ¢isel je délitelny ¢tyFmi.

Reseni. Dikaz piimy: Jde o soucin 21 - 2k = 4lk (I, k € Z). O

Piiklad 1.12. Nechf rovnice az? + bx + ¢ = 0 m4 celoéiselné koeficienty, a # 0, b je &slo
liché. Dokazte, zZe rovnice nemtize mit dvojnasobny kofen.

Reseni. Dtkaz sporem: Pfedpokladame, Ze rovnice mé dvojnasobny kotfen. Pak diskri-
minant je nulovy. Vime, ze b = 2k+1, k € Z. Tedy D = (2k+1)* —4ac = 0 = 4k* + 4k +
+ 1 = 4ac. Na levé strané rovnice je liché ¢islo, na pravé strané sudé a to je spor. Neplati
tedy predpoklad, ze kvadraticka rovnice mé za danych podminek dvojnasobny koren. [

Priklad 1.13. Matematickou indukci dokazte, Ze soucet ¢tvercu prvnich n prirozenych
disel je roven S, = ¢n(n+1)(2n +1).

Reseni. Matematickou indukci dokazujeme vyrok V(n) tak, e nejprve dokazeme plat-
nost V' (a), kde a je nejmensi pfirozené ¢islo pro danou tlohu. Pak pfedpokladdme platnost
V(n) a ukdzeme platnost implikace V(n) = V(n + 1). Pak V(n) plati pro vsechna n.

V nasem pripadé: V(1) :S; = £-1-2-3 =1, coz odpovidd Sy = 1.

Ptedpokléddme V(n) : S, = gn(n+1)(2n +1).

Pocitdme V(n+1) : Spp1 = Su+(n+1)? = tn(n+1)(2n+1)+ (n+1)? = ¢ (n+1)(2n*+
+ T +6) =3(n+1)(n+2)(2n +3). O

Cviceni
1. Pfimym dtkazem dokazte:
a) Zvétsi-li se ¢islo a o x, zvétsi se jeho druha mocnina o x(2a + ).
b) Zvétsi-li se &islo z o h, zvéts se jeho dekadicky logaritmus o log (1 + 2).

c¢) Soucet dvou ¢isel lichych je sudé ¢islo.

2. Sporem dokazte:
a) Rovnice ax = b, kde a # 0, mé jediné FeSeni.
b) V kazdém trojahelniku lezi proti stejnym thlim stejné strany.

3. Metodou matematické indukce dokazte:
a) 1+3+3% 4. +3"1=1(3"-1)
b)1:24+2-3+--+n(n+1)=1in(n+1)(n+2)
) 12+3%+52 4+ + (2n—1)2 = in(2n— 1)(2n + 1)
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2  Analyticka geometrie

2.1 Operace s vektory

Definice 2.1. Vektorem nazyvame mnozinu vSech souhlasné orientovanych tsecek téze
velikosti.

Jeli @ = AB libovolny nenulovy vektor s pocateénim bodem Ala;;as;as] a kon-
covym bodem B[by; by; b3, pak soutadnice vektoru i jsou: uy = by — a1, ug = by — as,
ug = by — ag. Zapisujeme u(ui;ug;ug). Je-li A = B, pak dostavame vektor nulovy
0(0;0;0). U vektoru v roviné vypustime t¥eti soufadnici.

Pro vektory u(uy;ug;us) a v(vy;ve; v3) zavadime:

e velikost vektoru || = Jud + ul + u3

e rovnost vektori U=7 < (u; =v1) A (ug = v2) A (ug = v3)
e soucet vektord U+ U == (ug + vi;uy + ve; uz + v3)

o r0zdil vektord U — U= = (u; — v;us — Vg5 ug — V3)

e opacny vektor k i —U = (—up; —ug; —us)

e k-ndsobek vektoru ki = (kuy; kus; kug), k € Ryk#0

o skaldrni soucin U U = uv + UgUs + U3V3

e thel p dvou vektori CoS p = %, @ € (0;2m)

2.2 Primka v roviné

Ptimka v roviné ma nasledujici rovnice:

e Parametrické rovnice — Je-li pfimka p uréena bodem A|aq; as] a nenulovym sméro-
vym vektorem §(si; $2), jsou jeji parametrické rovnice = = aj +tsy, y = ag + tsa,
t € R. Budeme pouzivat i zkraceny zépis p = {[a; + ts1; a2 + tsq], t € R}.

e Obecnd rovnice — Vyloucenim parametru ¢ z parametrickych rovnic dostaneme
obecnou rovnici pfimky p =azx + by +c=0.



2.2 PRIMKA V ROVINE 9

e Smérnicovy tvar rovnice primky — Je-li v obecné rovnici b # 0, lze najit smérnicovy
tvar p=y=kr+q; k,qeR.

Vzdalenost bodu M|xo;yo| od primky p = ax + by + ¢ = 0 je dana

awo + byo + ¢

d(M, p)

Pro odchylku dvou primek p; = ayx +byy+c1 =0 a po = asx + by +co = 0 lze

odvodit
|6L1a2 + b1b2| T
2 5 /7 P E 5
Va2 +b2\/a2 + b3

0.
<72

cosp =

Jsou-li pfimky p; a ps kolmé, pak pro jejich smérnice k; a ko plati ky - ko = —1.
Priklad 2.2. Primka je urcéena body A[6; —1], B[2;3]. Najdéte vSechny tvary rovnice
této primky.
ReSeni. Smérovy vektor této piimky je 5= (—4;4). Parametrické rovnice tedy jsou
r=6—4t, y=—-1+4t te R
Sec¢tenim téchto rovnic a vylou¢enim parametru ¢ dostaneme obecnou rovnici
r+y—95=0.

Jednoduchou tpravou dostdvame % + £ =1, pfipomindme timto tisekovy tvar rovnice
piimky. Useky, které pfimka vytina na soufadnicovych osach, jsou stejné a rovny péti.

Z obecného tvaru odvodime smérnicovy y = —x + 5. Vidime, Ze smérnice k = —1, thel
primky s kladnym smérem osy x je a = ?jf. O]
Priklad 2.3. V trojuhelniku ABC, kde A[7; 8], B[5; —2], C[—3; —6], urcete velikost vysky
v, a napiste rovnici primky, na niz lezi vyska v,.

ResSeni. Vyska v, ma velikost rovnou vzdalenosti bodu A od piimky p, na niz lei strana
BC.Je BC =C—B=(—8;-4).

Parametrické rovnice piimky p jsow: = —3 —8t, y = —6 — 4¢.

1.7-2-8-9] 18V5

v1i+4 )

Smérnicova rovnice ptimky p je y = 5 — g, smérnice vysky v, je tedy

Odtud obecné rovnice x — 2y — 9 = 0. Tedy v, = d(A,p) =

Rovnice pfimky rovnobézné s vyskou pak je y = —2x 4+ ¢ a posunuti ¢ dostaneme z
podminky, ze vyska v, bodem A prochéazi, tedy 8 = —2-7+4¢q = ¢ = 22.
Je tedy y = —2z 4 22 rovnice primky, na niz vyska v, lezi. O]
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Priklad 2.4. Urcete odchylku piimek

pr=3r—2y+10=0ap,=dr+y—13=0.

Reseni. cosp = mge +oubs] _ B-5-2-1 13 _ v2 tedy o = =
Y T Rl T aVB 1 Vv 2 YT
O

2.3 Primka v prostoru a rovnice roviny

Zadani primky v prostoru:
e Je-li pfimka p uréena bodem Ala;;as;as] a nenulovym smérovym vektorem
S(s1; 595 83), jsou jejl parametrické rovnice

r=a;+1tsy, y=as+1tsy, z=az+tss, t € R.

Zkraceny zapis p = {[ay + ts1;ag + tsa; a3 + ts3], t € R}.

e Piimku v prostoru lze také zadat jako prisec¢nici dvou riznobéznych rovin.

Rovina g v prostoru méa néasledujici rovnice:

e Parametrické rovnice — Je-li rovina g uréena bodem Alaj;as;as] a dvéma nenu-
lovymi, nekolinedrnimi vektory w(us;ug;us) a U(vy;va;v3), jsou jeji parametrické
rovnice: x = aj + tu; + rv1,y = ag + tus + rv9, 2 = az + tuz + rvs, t,r € R.
Zkraceny zapis o0 = {[a1 + tuy + rvy; as + tug + rve; ag + tug + rus), t,r € R}.

e Obecnd rovnice — Vyloucenim parametri t,r z parametrickych rovnic dostaneme
obecnou (normélovou) rovnici roviny g ve tvaru

ar +by+cz+d=0,

kde alespori jeden z koeficientl a,b, ¢ je nenulovy. Vektor 7i(a;b;c) je normdlovy
vektor roviny p.

b d
Vzdalenost bodu X [xg; yo; 20] od roviny o je d(X, o) = lawo + byo + c20 + ]

Priklad 2.5. Najdéte rovnici roviny g, kterd prochézi bodem A[5; —1; 0] a ma normélovy
vektor 7i(—1; 1; 2).

Reseni. Soufadnice normélového vektoru jsou koeficienty a, b, ¢ v obecné rovnici roviny.
Tedy o= —x+y+22+d=0.Bod A lezi v roviné, potom —-5—1+0z4+d=0 = d = 6.
Dostali jsme o= —x+y+22+6=0. O]
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Piiklad 2.6. Rovina g je uréena body A[4;0; 3], B[4;1; 5], C[1;2; —3|. Najdéte paramet-
rické vyjadfeni a obecnou (normélovou) rovnici .

Reseni. Je AB = (0;1;2), AC = (—3;2; —6). Pak parametrické rovnice roviny o jsou
r=440—-3r, y=04+1t+2r, 2=3+2t—6r, t,r € R.
Vylouc¢enim parametrii ¢, z téchto rovnic dostaneme ¢ = 10x + 6y — 32z —-31=0. [

Priklad 2.7. Urcete vzdalenost dvou rovnobéznych rovin: g = 4x — 2y — 22 — 3 = 0,
0p=2r—y—z—1=0.

Reseni. V roviné p; volime napiiklad bod X (0;0; —%) Potom

5-1 1 V6
VA+1+1  2v6 127

d(@h 92) = d<X7 Qz) =

Cviceni

1. Jsou déany t¥i po sobé jdouci vrcholy rovnobéznika ABCD, kde A = [2;—2;2], B = [4;2;0],
C = [7;4;3]. Urcete vrchol D.

2. Najdéte vnitini thly trojahelniku o vrcholech A = [2;—4;9], B = [-1;—4;5], C = [6; —4;6].

3. Pro jakou hodnotu parametru a jsou pfimky p = 3ax—8y+13 =0a¢q = (a+1)z—2ay—21 =0
rovnobézné?

4. Urcete a tak, aby pfimka p = ax + 3y — 1 = 0 svirala s kladnym smérem osy z thel %7‘(’.
5. Najdéte rovnici pfimky, kterd prochézi bodem A[4; —2] a ma od pocéatku vzdalenost d = 2.

6. Pfimka p je ddna rovnicemi x = 1+ 2t,y = 3 — t,t € R. Urcete parametrické rovnice primky
q, je-li pfimka p kolma na ¢ (pLq) a dale g prochézi bodem Q[1;3].

7. Najdéte ¢islo n, aby body A = [3; —4], B = [1;n], C' = [—1;2] lezely na jedné piimce.
8. UrCete odchylku p rovin p=2z+y—2+1=0ac=x—-y+2=0.

9. Rozhodnéte, kterd zrovin o= —y—-—3=0,0 =x+y — 2+ 1 = 0 ma vétsi vzdalenost od
pocatku souradnic.

10. Urcete rovnici prisecnice rovin =3z +y—2=0aoc=y+2=0.
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3  Vyrazy, rovnice, nerovnice

3.1 Upravy algebraickych vyrazi
Pti tpravach algebraickych vyrazi pouzivame poznatkti o mocninach, odmocninach, zlom-
cich a mnohoclenech tak, abychom vyraz prevedli na nejjednodussi tvar.

e Pravidla pro pocitani s mocninami — Pro kazdé redlné r,s a kazdé a >0, b > 0,
(respektive pro kazdé celé r,s a kazdé a # 0, b # 0) plati:

a’ = 1; (a")’ = a"; a "= —; (ab)" =a" - b";

a\” a’ a—! b
r s r4+s. . T . 4S8 r—s.
a -a” =a s <—> = 7 a a =a 3 (—) = —.
b b b

e Pravidla pro pocitani s odmocninami — Necht m,n € N, a > 0 A b > 0. Pak plati:
Yi=at (0=0, Ya=ay  a- Vb= Vb
\/_ n n m —_—n m — m. m n — mn
b 7é 0; \/a) = va© =an, \/a - \/a

° Rozklady ne]]ednodusszch mmnohoclent:
(a £ b)* = a® + 2ab + b?
(a£b)® = a®+ 3a2b + 3ab® + b?
a’?—b*=(a—"0b)(a+Db)
a®— b = (a—0b)(a®+ ab+1?)
a® + b = (a+ b)(a® — ab + V?)

e Rozklad kvadratického trojélenu na soucin korenovych ciniteld — Jsou-li zq, xo ko-
feny kvadratického trojclenu ax?® + bx + ¢, kde a # 0, pak

az® + bz +c = a(z — 1) (2 — 3).

Definice 3.1. Kazdému realnému ¢islu a pfifazujeme pravé jedno nezaporné cislo |al,
absolutni hodnotu ¢isla a, takto:

a proa >0
ja| =

—a pro a < 0.
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Jestlize a, b jsou redlna cisla, pak absolutni hodnota méa tyto vlastnosti:

1) la| = maz{a, —a} 2) la] = | = al 3) a < |al
4) |a] = Va? 5) |ab| = al - [b] 6) [a"| = lal", pro n €N
7) ‘%‘ = %', b#0 8) la+0b| < la|+ |b], (trojuhelnikovd nerovnost)

9) Necht e >0, pak proV a,z € Rplati: a —e <z <a+e<=|r—a|l <e.

2
Piiklad 3.2. Upravte viraz |—2z|° — |(—2x)%| + |—2z|° + | a:|’ x # 0.

T

2
ReSeni. Pro = >0: V = [—(=22)]" — 42?4+ [—(—22)]* + )
T

-2
Pro x<0: V=(—22)*—42®+ (—22)° + =% = —8a% — 2 O
T
3 3 2 3 3 2 _ 1
Piiklad 3.3. Upravte vyrazy U = x$3 _sz _1‘3—1; a V=1 +\/z_2 —I—ﬁ +

-2 —r+1

1— Va2
-, x(@—-1)=3@@*-1) (-D@+)@x-3) x-1
Resent. U= r(22 -2x-3) z@+D)(@-3) oz’

plati pro x # 0, v # —1, x # 3.

+ na nejjednodussi tvar.

(P +a2—z—1)1—Va2)+ (2® — 22—z + 1)(1 + V2?)

V: s
1—2?
_ 223 — 20 — 222 |x| + 2|z :2x(a:2—1)—|x|(x2—1) _ o(Ja| — 2):
1— a2 1— a2
Proxz#1 Ax>0: V=0, prox#—-1 Ax<0:V==2¢ m

Cviceni

1. Zjednoduste néasledujici vyrazy:

a
) r+y  y—zxz 22—y

b) a2 — 22 a2 -2 <a+ ax >

r—2y 2xr—vy 222

a+b ar+a? a—1x
0 a?b 2 —ab ' +a2? —a b
(a7t =0 (abt+a"1b+1)

2x Y y? 1 T
d — :
)<x+y+x—y z? — y? a:+y+a:2—y2
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x2+y2 1 1 $3_y3
o () ()
u—v\ v(u — )
b) (U+1+uv>'(1 1+uv>

z+1 z—1 _z—1
z+1
z+1 z—1 : 21
+ z2—x+1 1+ T+1

2. Usmérnéte zlomky:

3v2+2v3

2) 3v2 —2V3

b) Vr+2+Vx—2
V+2—+vzr -2

3. Uzitim rozkladu kvadratického trojélenu pfevedte na soudin:

a) z° — 2% — 56 23
b) 2t + 222 3
c) xt —13 2% + 40

Maplety

Odkaz na maplet k procviceni tpravy algebraickych vyrazi:

1. vyrazy,

2. Upravy vyrazu.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/algebraickeVyrazy.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/upravaVyrazu.html
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3.2 Rovnice

3.2.1 Linearni rovnice

Linedrni rovnici o jedné neznamé x € R lze psat ve tvaru ax +b =0, kde a € R,b € R,
a # 0. Ma pravé jeden kofen x = —g. Graficky tento kofen urc¢ime jako prisecik piimky
y = ax + b s osou x.

Rovnice fesime ekvivalentnimi apravami (ndsobeni rovnice nenulovym ¢éislem, pfi¢itani
stejného ¢isla k obéma strandm rovnice), proto nemusime provadét zkousku. Zkouska pak
ma jen charakter kontroly vypoctu.

2 —1) x-3 5(x +1)

Priklad 3.4. V oboru realnych ¢isel feste rovnici 1 3 - 9 — 3

Reseni. Celou rovnici vynasobime 8 - 11, tim se zbavime zlomkii:
16(x — 1) — 44(x — 3) =792 — 55(x + 1)
a po roznasobeni je 16x — 16 — 44x + 132 = 792 — 55z — 55,

slou¢ime —28x + 116 = 737 — 55z a k obéma stranam rovnice pricteme 55z — 737

27r — 621 =0
. . . 621
a to je rovnice tvaru ax + b = 0. Takze = = o7 = 23.
O
. 3 10
Priklad 3.5. Reste v R rovnici 2+ Tt )
x+7 r+7
Reseni. Resime za predpokladu = + 7 # 0, tzn. « # —7, Gpravou:
2 4+7)+3 = z+10
20 +14+3 = x+10
r = —7 coZjespor=zx€{}
m

Priklad 3.6. Reste v R rovnici

6 3

34 2x 7 12z —1
—( ):590.

Reseni. Zbavime se zlomkt

33+2zx)—7+2(120 —-1) = 30x
9+62x —7+24x -2 = 30z
0 =0

Rovnice mé nekone¢né mnoho feSeni x =t, t € R. O
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3.2.2 Kvadraticka rovnice

Kvadratickou rovnici o jedné nezndmé x € R lze psat ve tvaru axz? + bx + ¢ = 0, kde
a,b,c € R, a#0.

—b+Vb? — 4dac

Koteny kvadratické rovnice miizeme vypocitat podle vzorce: x4 = 5
a

Kofeny zavisi na hodnoté diskriminantu D = b? — 4ac :

—b+ VD
2a
—b
e Pro D = 0 dostaneme jeden dvojnasobny kofen x; o = 2
a

e Pro D < 0 nemé rovnice v R FeSeni (mé komplexni kofeny).

e Pro D > 0 dostaneme dva realné rtizné kofeny x; o =

Graficky kofeny uré¢ime jako priiseéiky paraboly y = ax? + bx + ¢ s osou .

Necht z;, 25 jsou kofeny kvadratické rovnice 22 + px + ¢ = 0, potom plati rovnost
(z—m)(x —23) = 2% + pr +q=0.

7 toho odvodime vztah mezi kofeny x1, 9 a koeficienty p,q : x1+xs = —p, z1-22 = q.

Priklad 3.7. V oboru realnych ¢isel feste rovnici 22 + 5z — 3 = 0.
—5++v25+24 —5+£7
+ = = X1== V Iy9= -3
4 14 2
Mtizeme psat 2z + 5r — 3 = 2(z — 5)(:z: +3) = 2z — 1)(z + 3).

ResSeni. 7, =

m
Priklad 3.8. Napiste kvadratickou rovnici, jejiz kofeny jsou z1=—3v3 a zo= 2v/3.
ReSeni. (2 —z1)(z —22) = 0= (z+3vV3)(z —2v3) =0 = 22+ 32x - 18 =0. O

3.2.3 Rovnice s absolutni hodnotou

P1i feseni rovnic s absolutni hodnotou vychézime z definice absolutni hodnoty a fesime
rovnice v intervalech, které dostaneme pomoci tzv. kritickych bodi.

Piiklad 3.9. V oboru realnych ¢isel feste rovnici s absolutni hodnotou 3+4|z —2| = 5z.
ReSeni. Pro x € (—00,2) : rovnice piejde v rovnici 3 — 4(x — 2) = 5z.

Tato ma teseni x = O které patii do daného intervalu.

_ 11
Pro z € (2,00) : 3+4(x—2) =5x =z = —5 & (2,00). Reseni pak je pouze z = n O
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Priklad 3.10. Reste v R rovnici s absolutnimi hodnotami |2z — 7| + |z — 2| = 3.
ReSeni. 7 € (—00,2): 20+ 7—2+2=3=1=2¢ (—00,2)
r€(2,):—2x+T+r-2=3=>2=2¢€(21)

xe(%,oo):Qx—7+a:—2:3=>a::4€(%,oo). Zavér: x € {2,4}.

[l
Piiklad 3.11. V R feste rovnici s absolutni hodnotou 3z — |2z — 1| =z + 1.
ReSeni. Pro z € (—00,3): 30+ 22— 1=2+1=2=1¢(—00,3).
Pro z € (3,00):3z -2z +1=2+1=0=0. Zavér: z € (3,00) O

3.2.4 Rovnice s parametrem

Rownice s parametrem jsou rovnice, které kromé neznamych obsahuji jesté dalsi proménné
- parametry. Reseni rovnic s parametry spociva v urceni kofenti v zavislosti na parametrech
a v uplném rozboru vSech moznosti parametri.

2c+a+1 a—=x

Piiklad 3.12. Reste v R rovnici o+ 1 — ,  kdea € R je parametr.
a a

Reseni. Pro a = 0 rovnice nemé smysl.
Pro a # 0 dostaneme ax +a —2r —a—1=a—z =

proa=1: 0-x =2, spor

(a—l)x:a+1:<

. _ atl
proa#1: r =155

Zéavér: a = 0 rovnice neméa smysl

a = 1 rovnice nema resSeni
a+1

a—1

O

a # 0 A a # 1 rovnice ma jediné feSeni z =
Piiklad 3.13. Pro které hodnoty parametru ¢t mé kvadratickd rovnice 2224tz +2 =0
realné rizné koreny?

ReSeni. D=1t2-16>0 = t?>16 = |t|>4 = t € (—o0,—4)U (4,00). O

3.2.5 Iracionalni rovnice

Iraciondlni rovnice obsahuji odmocniny z vyrazi s neznamou. Odmocniny odstranujeme
neekvivalentni ipravou - umocnénim, proto je nutné soucasti feseni zkouska.

Piiklad 3.14. V oboru realnych &isel feste iraciondlni rovnici vz — 7 — /5 — z = 3.

Reseni. Resime za predpokladu z —7 > 0OA5 —xz > 0 = = € {}. Rovnice nemé
Feseni. O



18 VYRAZY, ROVNICE, NEROVNICE

Priklad 3.15. V oboru redlnych ¢isel feste iracionalni rovnici = — 4 = v2x.

ReSeni. Resime za predpokladu z—4>0A22 >0 = x>4
Umocnénim dostaneme

10 £+ /100 — 64 10j:6:>
2 )

r1 = 8 axy = 2. Podmince Tesitelnosti vyhovuje pouze x = 8. Umocnéni je neekvivalentni

(-4 =20=2"-102+16=0= 2,5 =

operace, provedeme zkousku: L(8) =8—4=4 } =z =38. O

P(8) = V16 =4

3.2.6 Logaritmické rovnice a exponencialni rovnice

Logaritmicke rovnice jsou rovnice, v nichz se vyskytuji logaritmy vyrazi s neznamou
x € R. Jestlize stanovime podminky Tesitelnosti a fesime ekvivalentnimi Gpravami, pak
zkouska neni nutna.

Ezponencidlni rovnice jsou rovnice, kde neznaméa x € R se vyskytuje v exponentu néjaké
mocniny. Rovnice fesime bud logaritmovanim, nebo porovnanim exponentu pfi stejném
zakladu, casto az po upravach.

Priklad 3.16. V oboru realnych ¢isel feste logaritmickou rovnici logx + ] =4
ogx

Reseni. Podminky: 2 > OAlogx # 0 = x € (0,1)U(1, 00). Rovnici vynésobime log , do-

staneme log®r—4logz+3 = 0. Odtud logz; = 3Vlog zy = 1, je tedy 2, = 10 V 25 = 10"

Obé feseni patti do oboru Tesitelnosti. O

Priklad 3.17. ReSte v R logaritmickou rovnici 3 log(2z — 3) = log(z — 3).

Reseni. Podminky z > $ Az > 3 = z > 3. Upravou log(2z — 3) = 2log(z — 3). Pak
20 —3 = (x—3)% neboli 22 —3=2?—6x+9. Ztoho 0 =2 —8x+6 = x; = 4,29 = 2.
Podminkdm vyhovuje pouze x; = 4. O]

z+3 4dr—1

<125> B 5
8 2

—2x—6+12x—3 5

<5>3(4x—1) B 5 N (5> B _
2 2 2 N

. 4
Priklad 3.18. Reste v R exponencialni rovnici <%>

5

Reseni. Upravime vie na mocniny o zékladu a = 5

(5)

—2(z+3)

22 —-6+122-3=1 = 10z2=10 = z=1
O
Priklad 3.19. V oboru redlnych ¢isel feste exponencidlni rovnici 9% +2 -3 —3 = 0.
Reseni. Polozime 3” =y, pak > +2y —3=0= (y — 1)(y +3) = 0.

y1=1=3"=1= 12, =0; y; = —3neni mozné, nebot 3* >0Vxr e R - z =0. O
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Cviceni
1. Reste v R nasledujici kvadratické rovnice:
a) 22 +4rx —5=0

22 —6x+9=0

502 —4x +8=0

b)
)
d) 22 4+ 62 =0
)
)

C

52 —4=0
22 4+16=0

e
f

2. 'V oboru redlnych ¢isel feste rovnice s absolutnimi hodnotami:
a) 3z —2|+4=22+3
b) [(z = 2)(z —4)| = (z - 2)(x — 4)
) [(@ —4)(z = 3)| = |z — 4[|z — 3]
d) [(z = 2)(z = 5)[ = —(z — 2)(z - 5)
)

C

o x—0,5] ]z —0,5]
x—1,2| |z —1,2]
3—x 3—x

f =

) r—2 r—2

3. Rozhodnéte, ktery z vyroku je pravdivy:
a) |3z —2|+4=2x+3
b) 2<r<2 <<= |z[]<2
) 1<zr<3 <= |z—1/<2
d) 22 -1/ <3 <= |z| <4
e) d)x € (—3;5) < |z| <5

C

1—=x x—2_ 8

4. Reste v R rovnici = .
r—2 11—z 3

2 1
5. Reste v R rovnici x — — = —(4x + 1), parametr a € R.
a a

6. Urcete realnou hodnotu parametru a tak, aby rovnice 6a — ax + 2x = 15,z € R méla kladny
kofen.

7. Najdéte kvadratickou rovnici, jejiz kofeny jsou x; = %, To = 3.

8. Pro které redlné hodnoty parametru ma rovnice
a) r2 —tx + 1 — 2t% = 0 realné rizné kotreny?

b) 22 — 2 +m? — m = 12 jeden kofen roven nule?

9. Reste v R iracionalni rovnice:

a)Vi+tr—yi—x=1
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b) Vz+2++Vr—2=+2x+3
c)x—3y/r—4=0
) Vb+r+Vb—x=2

e)¢$+l_¢x—1_3
x—1 xr+1 2

10. Reste v R logaritmické rovnice:

a) log (4x +6) —log (22 —1) =1

) 2log (x — 2) =log (14 — x)

c) log(z+1)+log(x — 1) =logz + log (x + 2)
d) $log(2z —3) =log (z — 3)

=3

11. Reste v R exponencialni rovnice:
a) b +1—3-5% = —49

b) 322-{-1 + 350 — 495—1 +4I
C) 3 . 22:C+1 + 2 . 32x+3 — 3 . 22£C+4 _ 32CC+2

% 3—x
0% (7 - (1)
25 \5 512
Maplety

Odkaz na maplet k procviceni feSeni rovnic:

linearni rovnice,

rovnice s absolutni hodnotou,
kvadratické rovnice,

kubické rovnice,

exponencialni rovnice,

A o

logaritmické rovnice.

3.3 Soustavy linearnich rovnic

Nékolik rovnic o dvou a vice neznamych, které maji byt soucasné splnény, tvoii soustavu
rovnic. ReSenim soustavy je priinik feseni jednotlivych rovnic.

Pfi feseni soustavy se pouzivaji ekvivalentni upravy soustavy rovnic, tj. takové tpravy,
jimiz se nemeéni feseni soustavy. V takovém pfipadé neni nutna zkouska, ale je vhodné

pro kontrolu.

Prehled ekvivalentnich uprav soustavy rovnic:

e Nasobeni libovolné rovnice soustavy nenulovym ¢islem.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/linearniRovnice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/rovniceAbsolutniHodnota.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kvadratickaRovnice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/kubickaRovnice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/exponencialniRovnice.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/logaritmickaRovnice.html
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e Nahrazeni libovolné rovnice soustavy souctem této rovnice a libovolné jiné rovnice sou-
stavy.

e Dosazeni neznamé nebo vyrazu s neznamou z jedné rovnice soustavy do jiné jeji rovnice.

My se budeme zabyvat soustavou linedrnich rovnic. Zakladnim typem metod feseni line-
arnich algebraickych rovnic jsou elimina¢ni metody, jejichz podstatou je postupna elimi-
nace (vylufovani) neznamych z rovnic soustavy. Podle zpisobu, jimz eliminujeme jednu
neznamou, rozlisujeme nékolik metod feseni:

Metoda scitaci - rovnice soustavy nasobime ¢isly zvolenymi tak, aby se po secteni vyna-
sobenych rovnic jedna neznamaé vyloucila.

Priklad 3.20. Metodou sé¢itaci feste v R x R soustavu rovnic. 2z —y = 1, = + 3y = 11.

Reseni. Prvni rovnici vynasobime tfemi, dostdvame rovnici 6z — 3y = 31. Ziskali jsme
timto zptsobem ekvivalentni soustavu 6z — 3y = 3, = + 3y = 11. Rovnice ted secteme,
tim vylouc¢ime neznamou y a pro neznamou x dostavame rovnici

Tr =14, x = 2.

Obdobné lze vyloucit nezndmou = vynasobenim druhé rovnice minus dvéma a sectenim s
prvni rovnici. Dostavame rovnici

Ty =21, y=3.
Regenim soustavy je uspoifddana dvojice [z,y], = =2, y = 3. O]

Metoda dosazovact - vyjadiime jednu neznamou z jedné rovnice soustavy a dosadime
ji do dalsich rovnic, ¢imz se jedna nezndma ze soustavy vyloudi.

Priklad 3.21. Metodou dosazovaci feste v R x R soustavu rovnic. 2z —y =5, 3x+4y =
= —0.

Reseni. Z prvni rovnice vyjadiime y = 2z — 5, a dosadime do druhé rovnice. Dostévame
3r+4(2x—5)=-9, llx =-9+20, z=1.

Potom y =2z — 5 =2 —5= —3. Dostali jsme fesSeni z =1, y = —3. [

Metodu s¢itaci a dosazovaci mtizeme také kombinovat.

Priklad 3.22. V R x R feste soustavy rovnic:

a)r+y=4 b) 14z + 4y = 13 c)2x—3y=>5

20 +3y =17 Tr + 2y =12 4o — 6y = 10

ReSeni. a) ao+y=4 /-(-3) = -3r-3y=-12 = z=5 y=-1
20 +3y="7 20+ 3y =17

b) 14z +4y =13 = ldr+4y=13 = soustava nemé

Te+2y=12 /-2 14z 4+ 4y = 24 feSeni.
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c) 20—-3y=5 /-2 = 4r — 6y = 10
4o — 6y = 10 4o — 6y = 10
= soustava mé nekoneéné mnoho feSeni x =t, y=3(2t—5), teR. O
Gaussova eliminacni metoda — pri feseni vice nez dvou rovnic je nejvyhodnéjsi pouziti
Gaussovy elimina¢ni metody, ktera spociva v postupném prevedeni dané soustavy rovnic
ekvivalentnimi upravami na tzv. trojuhelnikovy tvar.

Priklad 3.23. Uzitim Gaussovy eliminacni metody feste v R x R x R soustavu rovnic.
9z + 5y — 2z =15 (1)
8xr + 6y +32=15 (2)
dx — Ty +4z =27 (3)

Reseni. Nejprve soustavu upravime tak aby v prvni rovnici koeficient u nezndmé x byl
1. Bylo by mozné toho dosahnout délenim prvni rovnice ¢islem 9, tim bychom ovsem
dostali v prvni rovnici desetinné c¢isla. Radéji od prvni rovnice odecteme druhou, ¢imz

dostaneme soustavu rovnic: r—y—52=0 (1)
8r + 6y +32=15 (2)
3z — Ty + 4z = 27 (3)

Dale v ziskané soustavé od druhé rovnice odecteme 8-krat prvni, a od tieti rovnice
odecteme 3-krat prvni. Tim eliminujeme neznamou x v téchto rovnicich a dostavame

tuto ekvivalentni soustavu: x —y —52=0 (1)
14y +432 =15 (2)
—4dy+ 192 =27 (3)

Nyni druhou rovnici délime ¢trnécti, abychom u neznamé y ziskali koeficient 1. Déle k
tfeti rovnici pficteme 4-krat druhou, ¢imz v ni eliminujeme nezndmou y. Tim pfechazime

k této soustaveé rovnic: z — y — 5z = 0 (1)
43 43

.- = 9

ST TS

2192 = 219 (3)

Tato soustava méa trojuhelnikovy tvar a jeji feSeni urc¢ime snadno takto: Z tfeti rovnice
po déleni ¢islem 219 dostavame: z = 1. Dosazenim do druhé rovnice vypocteme

_ ! (15 —43) = -2
YT 1 -
a po dosazeni do prvni rovnice vychazi © = -2+ 5 = 3.
Dostali jsme feSeni x =3, y = -2, z = 1. [

Priklad 3.24. V R3 feste soustavy rovnic:
a)r+2y+32=7 b)rx+2y+3z=1 c)r+2y+3z=1
3 —y+2=6 T+ 3y +5z=2 20 +4y + 62 =2
r+y+z=4 20 + 5y + 82 =12 rT—y+z=4
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Reseni. Soustavy budeme fesit Gaussovou eliminaéni metodou.

a)r+2y+32=7 r+2y+32="7 r+2y+32="7
3r—y+2=6 = —Ty—8z=—-1b = y+2z2=3
r+y+z=4 y+22=3 6z =6

Tato soustava ma trojuihelnikovy tvar a mtizeme jej snadno vytesit. Postupné dostavame
z=1y=3-2z=12=7-2y—32=7T—-2-3=2.
Dostali jsme tedy feseni x =2, y=1, z = 1.

b)r+2y+32=1 r+2y+3z2=1 r+2y+3z=1
T+ 3y +o52=2 = y+2z=1 = y+2z=1
20 + by + 82 =12 y+22=10 0=9

7 trojuhelnikového tvaru vidime, ze soustava nema TeSeni.

c)r+2y+3z=1 r+2y+3z2=1 r+2y+32=1
2 + 4y 4+ 62 = 2 = 0=0 = 3y +2z=-3
r—y+z=4 3y +2z=-3

= soustava ma nekonecné mnoho feseni. Zvolime-li z = ¢, pak postupné mame
y=—2t—1, z=14+3t+2-3t=3— 3t

~ 2

Resenim soustavy je usporadand trojice © = 3 — §t’ y=—-1-— §t’ z=t, teR. O
Cviceni

1. Reste v R x R soustavy linearnich rovnic:

a)8r —3y+12=0 b) 2z — 6y = —2 c)rx+2y=4
3x+2y—33=0 r—3y= 4 204+ 4y = 8

2. Pfevedenim na trojihelnikovy tvar feste v R? soustavy rovnic:

a)2x —3y+4z=28 b)r+4y—32=0 c)x+2y+4z=31
3z +5y —2=10 z—3y—z=0 5T +y+ 22 =29
Tr—y+T72z=15 20 +y—42=0 3z —y+2z=10

3. Pfevedenim na trojihelnikovy tvar feste v R* soustavy rovnic:

a)2x —3y+6z—u=1 b)r+2y—z—2u=-2
x4+2y—z =0 2r4+y+2z4+u=28
r+3y—z—u=-2 r—y—z4+u=1
9r —y+ 15z —bHu=1 T+2y+2z—u=4

4. Urcete vzajemnou polohu t¥ rovin: o : 2x —3y+2 =0; S : z+2y—2z2—-—3 = 0;
y:2x+y+2—12=0.

5. Uzitim Gaussovy elimina¢ni metody Feste v R? soustavu rovnic v zavislosti na parametru a.
204+ 9y +2z2="Ta—4
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3xr+3y+42=3a—6
dr — 6y + 22 = —a — 8

3.4 Nerovnice

3.4.1 ReSenl nerovnic

Definice 3.25. Jsou-li f a g funkce proménné x definované na mnoziné D C R, pak
uloha: ,najdéte vsechna x € D, ktera po dosazeni do jednoho ze vztahi:

fl@) < g(z), f(z)>g(z), f(z) <g(x), f(z) = g(z)
daji pravdivou nerovnost“ znamena fesit nerovnici s neznamou .
Pfi feseni nerovnic pouzivame ekvivalentni upravy:
e Zameéna stran nerovnice se soucasnou zménou znaku nerovnice:
f(z) <g(z) & g(x) > f(z)
e Pricteni konstanty nebo funkce h(x), definované v D, k obéma strandm nerovnice:
f(z) < glz) & fz) + h(z) < g(x) + h(x)
e Nésobeni nenulovou konstantou nebo funkei h(z) definovanou v D :
a) h(z) >0proz € D: f(x) < g(z) & f(z)h(z) < g(z)h(z)
b) h(z) <0proxz € D: f(z) < g(x) < f(z)h(x) > g(z)h(x)
e Umocnéni pro pripad nezapornych stran nerovnice:
0< f(z) <g(z) & fH(z) <g"(z),n €N
e Odmocnéni pro pripad nezapornych stran nerovnice:
0< f(z) <glx) & {/flx) < {/g(x),n €N

Pokud pouzivame pii feseni nerovnic ekvivalentni tipravy, neni potfeba provadét zkousku,
snad jen pro vylouceni vlastnich chyb.

3.4.2 Linearni nerovnice

20 — 17 8 —
2
Reseni. Odstranime zlomky a upravime roznasobenim.

Piiklad 3.26. Reste v R nerovnici v 2< g —4+ %

22e —17) —4(8—2)—16 < 8(z—4)+x
dr —34—-32+4zx—-16 < 8xr—32+=x
dr+4r —8r—x < —32+434+32+16
—x < 50\ (-1)
r > =50 = x & (—50;00)
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3x—1_5—6x_2§8+3_x.

Priklad 3.27. Reste v N nerovnici 1 5 5

Reseni. Odstranime zlomky a upravime roznasobenim, stejné jako kdyz hleddme feseni
nerovnice v R.

3r—1 b5—6z 3x
— -2 < 84 —\-4
4 2 = ot 2 \
3r—1-2(b—-6x) < 32+2 -3z
3r—1—-10+122z < 32+ 6z
3r+12x —6x < 32+ 1+10
9r < 43
43
z < — AzeN
9
Hledédme feSeni v oboru pfirozenych ¢isel. Dostaneme x € {1,2,3,4}. O
12 —x

Piiklad 3.28. Reste v R nerovnici v podilovém tvaru > 0.

r—4

Reseni. Nerovnice v podilovém tvaru. Potom

H_Z>O@»M2—@>OA(x—®>O]v [(12—2) <0 A (z—4) <0]

[t <12 ANz >4] V [z>12 N x <4
d<z<12 V ze{} = ze(412).

xr —

Jiny zpusob reSeni: Najdeme tzv. nulové body citatele a jmenovatele - to jsou body,
ve kterych je polynom v citateli nebo ve jmenovateli rovny nule - a v intervalech mezi
nulovymi body zjistime znaménko citatele, jmenovatele a nakonec celého zlomku.

(—o054) | (4512) | (12;00)
12—z | + + -
x—4 - + +
podil - + -
Méme ostrou nerovnost, takze feSenim nasi nerovnice je z € (4;12). O
2—x

Priklad 3.29. ResSte v R nerovnici

<1
x

Reseni. Upravime na podilovy tvar:

2—x—4—x§0 o —2(l‘+1)§ o x+120
44z 44z 44z

Miuzeme vyuzit nulovych bodi citatele a jmenovatele, pak dostaneme feSeni
x € (—o0; —4) U (—1;00). O
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3.4.3 Kvadraticka nerovnice
Priklad 3.30. Reste v R nerovnici 22 — 4x — 5 > 0.
Reseni. 22 — 42 —5> 0 < (z — 5)(x + 1) > 0. Po vyfeseni pomoci nulovych bodt

dostaneme feSeni x € (—oo; —1) U (5;00)

y
Ulohu mtizeme fesit také graficky:
y = 2% — 42 — 5 je rovnice paraboly, -1 0 2 5 X
jeji vrcholovy tvar je y +9 = (z — 2)?,
vrchol je V[2; —9], priseciky s osou x :
P[—1;0] Py[5;0],
protoze (r —2)? =9 < x—2=43
= 11 = b, o = —1. Nacrtneme graf.
-9
Vidime, 7e y > 0 pro xz € (—o0; —1) U (5; 00). v
O
. 3 4
Priklad 3.31. ReSte v R nerovnici T + Tt > 2.
r—1 z—-4
Reseni. Pievedeme na podilovy tvar
3)(x—4 H(x—-1)—2(x—-1)(x—4 12(x — 2
@+ -+ @+ =2-Da=4) o D=y
(x — 1)(x —4) (x —1)(x —4)
Resime pomoci nulovych bodti:
(_007 1) (1a2> (274) (47 OO)

r—1 - + + +

z—2 - - + +

r—4 - - - +

zlomek - + - +
z € (1;2) U (4;00)
O

3.4.4 Nerovnice s absolutnimi hodnotami

Piiklad 3.32. Reste v R nerovnici |12 — x| > 15 — |z + 3.

Reseni. Pomoci nulovych bodt virazii v absolutnich hodnotach rozdélime R na intervaly,
ve kterych nerovnice fesime. Pro z € (—o0;—3): 12—z > 15+ (x4 3) =z < —3.

r< -3
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Prox € (—=3;12): 12—2>15—(z+3) =12 < 12.
red}

Proz € (12;00): —124+2>15—(z+3)=2>12. = z€ (—o0;—3)U(12;00). O
T > 12

3.4.5 Iracionalni nerovnice a soustavy nerovnic
Priklad 3.33. Reste v R nerovnici /z — 3 < 5.

Reseni. Nerovnice mé smysl pouze pro z — 3 > 0 t.j. > 3, potom na obou stranach
nerovnice jsou nezaporné ¢isla a lze umocnit: * — 3 < 25 = x < 28. Reseni je pak
x € (3;28). O

Priklad 3.34. ResSte v R nerovnici z + 1 < 6z — 14.

Reseni. Resime za predpokladu 6z —14 > 0Az+1>0, tedy z > % Po umocnéni
224+ 2x 4+ 1 < 62 — 14 = 22 — 42 + 15 < 0. Kvadratickd rovnice 22 — 42 + 15 = 0 m4
komplexni koteny (D < 0). Parabola y = x? — 4z + 15 nikde neprotne osu z, proto feseni
jexe{}. O

Priklad 3.35. ResSte v R soustavu nerovnic #1 >0 A 23 —22<0.

Reseni. Ekvivalentni soustavaje z+1>0 A z%(z—1) < 0. Na znaménko polynomu
nemaji vliv kofeny se sudou nasobnosti.

Tedy x € (—1;0) U (0;1). O
Cviceni
3 2 6 4r—2

1. Ktera pfirozené cisla splnuji nerovnici 5%~ z ;— > x5 ?

§ 1-3 2 3z—1 2
2. Reste v R nerovnice: a) L9 b) Tt <=2 ¢ ° <2 d) vt <1

+4 1—x z+1 2 +1
3 -2 -1

3. V mnoziné celych zapornych cisel feste nerovnici R 5 5> x 5

4. Jaké musi byt ¢islo k, aby rovnice 5kx — 9 = 10z — 3k méla kladné feseni?
5. Reste v R kvadratické nerovnice:

a)2z? —3r—-2>0 b) 20z — 2% > 36

c)x’+x+1<0 d) 22 -0,22+0,01 <0

6. Pro kterd m € R bude platit 22 + 6z + (5m — 1)(m — 1) > 0 pro vSechna realna z?
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7. Reste v R nerovnice:

a)

r+2 2x-—1
r+3 3x+1—
2

-9 18
C)xzix—’—<0

T4 —x— 2

8. V oboru redlnych ¢isel feste nerovnice: a) |z — 3| > 5

b) z(2% — 7x +10) > 0

zt x?

(10x — 6)x2

d)

r+2 33—z

—22 +x+6

b) o +2| <8

9. Pomoci absolutni hodnoty zapiste nerovnice: a) —2 <z <2 b)1<z<3 ¢) -3<z<-1

10. Najdéte mnozinu vSech feSeni nerovnic s absolutni hodnotou:

1
a) ]+ — <0
T

c) e+ 1|+ x| <2

|22 — 2|

<1
2—x

e)

g) [3x + 1| < 2z

=l

b) 1<0

X

d)1—|z| <]z +1]

£) |z <o —1]

h) |z 4+ 2] — 22z + 4] < |3z — 1|

)|x =3 |lz—2] |[x+4]>0

11. Reste v R iracionalni nerovnice:

a)Val+r—12<6-—=x

) Vr+2<+2x-38

e) vV—12+8xr — 12 >+/3

12. Reste v R soustavu nerovnic 22 —4x —5<0 A

b)z — 37 —4>0
d)vr—24+zx>4

13. Najdéte x € R, ktera splnuji slozenou nerovnost.

T

a)2 1<\x|<§+1

b) |3z — 1] <z < |3z + 1]

22 —8r+ 15 < 0.

14. Najdéte zlomek, pro néjz plati: zmensime-li jmenovatele o 1, je zlomek roven i, zvétsime-li
Citatele o 20, dostaneme zlomek z intervalu (2;3).

29
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4  Funkce jedné promeénné

4.1 Vlastnosti funkci

Definice 4.1. Necht je f funkce definovana na mnoziné D(f) C R, takova, Ze pro kazdé
xr € D(f) jetaké —x € D(f).

Rikdme, Ze funkce f je sudd funkce, jestlize pro kazdé = € D(f) je f(z) = f(—x).
Podobné funkce f se nazyva lichd funkce, jestlize pro kazdé = € D(f) je f(x) = —f(—x).

\’\/\\/\ /\r/\/\/T
W W

Obr. 4.1: Graf sudé funkce

) hv/\ \
A

Obr. 4.2: Graf liché funkce
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Graf sudé funkce je soumérny podle osy y, graf liché funkce je soumérny podle pocatku.

Priklad 4.2. Zjistéte, zda funkce a) y = 2%, b) y = 23, ¢) y = (x — 1)? je sud4 nebo
licha.

Reseni. a) D(f) =R, f(—) = (—2)? = 2% = f(x). Funkee je suda.

b) D(f) =R, f(—z) = (—x)3 = —23 = — f(x). Funkce je lich4.
c) D(f) =R, f(—z)= (-2 -1 = (z+1)*# f(z), (x+1)? # f(—x). Funkce neni ani
suda ani licha. O

Definice 4.3. Funkce f se nazyva periodickd funkce, pravé kdyz existuje takové realné
¢islo p # 0, Ze pro kazdé x € D(f) jetaké x+p e D(f) aplati f(x+p)= f(x). Cislo
p se nazyva perioda funkce f.

Jestlize p je perioda funkce f, potom plati, ze f(x+ kp) = f(z) pro kazdé = € D(f) a
kazdé celé k. Ma-li tedy periodicka funkce f periodu p, pak také kazdé ¢islo kp, (k # 0,
celé) je rovnéz periodou funkce f. Nejvyznamnéjsimi piiklady periodickych funkei jsou
goniometrické funkce.

Definice 4.4. Funkce f se nazyva zdola omezend na mnoziné M C D(f), pravé kdyz
existuje takové redlné ¢islo d, ze pro vSechna z= € M je f(x) > d. Podobné funkce f
se nazyva shora omezend na mnoziné M C D(f), pravé kdyz existuje takové redlné
Cislo h, 7ze pro vSechna x € M je f(x) < h. Funkce f se nazyva omezend na mnoziné
M C D(f), pravé kdyz je zdola omezena a shora omezena na mnoziné M.

Definice 4.5. Funkce se nazyva monotonni na mnoziné M C D(f), pokud méa nékterou
z nasledujicich vlastnosti:

e Funkce f se nazyva rostouci na mnoziné M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky x1,20 € M plati:
Je-li 71 < g, pak f(xy) < f(x2).

e Funkce f se nazyva klesajici na mnozine M C D(f), pravé kdyz pro kazdé dva
prvky xzi,z9 € M plati:
Je-li x1 < xq, pak f(x1) > f(x2).

e Funkce f se nazyva neklesajici na mnozine M C D(f), pravé kdyz pro kazdé
dva prvky xzi,x9 € M plati:
Je-li z7 < xq, pak f(x1) < f(x2).

e Funkce f se nazyva nerostouci na mnoziné M C D(f), pravé kdyz pro kazdé
dva prvky z1,x9 € M plati:
Je-li xy < xq, pak f(z1) > f(x2).

Rostouci a klesajici funkce se souhrnné nazyvaji ryze monotonni funkce na mnoziné M.
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Cviceni
1. Zjistéte zda je funkce :
3

a)y = — b)y =2’sinz  c)y= d)y=e"cosx
S T

suda nebo licha.
2. Najdeéte ptiklad (nacrtnéte graf) funkce, ktera je :
a) omezend zdola na svém definiénim oboru
b) omezend shora na svém definiénim oboru
c) omezena shora i zdola na intervalu (0, 5)
d) rostouci na svém defini¢nim oboru
e) klesajici na intervalu (—6,0)
)

f) periodickd na svém defini¢nim oboru

4.2 Inverzni funkce

Definice 4.6. Funkce f s defini¢nim oborem D(f) se nazyva prostd funkce, pravé kdyz
pro kazdou dvojici x1,xe € D(f), x1 # xa plati f(z1) # f(z2).

Definice 4.7. Je-li f prosta funkce s defini¢nim oborem D(f) a oborem hodnot H(f),
potom k tomuto zobrazeni existuje zobrazeni inverzni, které je opét prosté a zobrazuje
mnozinu H(f) na mnozinu D(f). Je to funkce inverzni k funkci f a znacime ji f~1.

Plati, zZe D(f™Y)=H(f) a H(f™')=D(f) a == f"!(y) pravé kdyz y = f(x). Graf

inverzni funkce f~! je soumérny s grafem funkce f podle pfimky o rovnici y = z.
Priklad 4.8. Urcete funkci inverzni k funkci f:y = 3x + 2.

Reseni.Funkce f je linedrni a je prosta.

Inverzni funkci budeme hledat tak, ze zaménime x a y a z nové rovnice vyjadiime y.
f~tix=3y+2 Ztoho f‘lzyzé(a:—2).

Pro defini¢ni obor inverzni funkce plati, ze D(f™') = H(f) =R. O

_2x—5
-1

Piiklad 4.9. Urcete funkeci inverzni k funkcim : a) y = In(2z + 8) b) y

ReSeni. a) Defini¢nim oborem funkce bude feseni nerovnice 2z + 8 > 0. Dostaneme
D(f) = (—4,00). Funkce f je logaritmicka funkce slozena s linedrni. Je to funkce slozena
ze dvou prostych funkci, tedy jei f prosta funkce. Zaménime x a y a z této nové rovnice
vyjadiime y.

f:r=1In(2y +8)
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Inverzni funkce k logaritmické funkci je exponencialni funkce. Aplikujeme tedy exponen-
ciadlni funkci na obé strany rovnice a dostaneme:

e’ =2y+8 e’ —8=2y

Proto inverzn{ funkce k funkci f :y = In(2z + 8) je funkce f~':y= 2
‘ |
| A=F
| /
|~
——T
|
y =1n(2z + 8) / |
/ /
/S /
/ / r
o |
/ /
s /
v /
S /
4 /o
/./ 4 2
_/. ///’//
7
/

Obr. 4.3: Graf funkce y = In(2z + 8) a funkce k ni inverzni

Pro defini¢éni obor inverzni funkce plati, ze D(f~!) = R, a pro obor hodnot inverzni
funkce plati, ze H(f™') = D(f) = (—4, ).

Q0 —
b) Aby byla funkce y = ro5

D(f) = (—o0,1)U(1,00). Funkce f je linearni lomena funkce, a je i prosta (grafem této
funkce je hyperbola). Pro vypocet inverzni funkce zaménime v zadani funkce z a y.

definovana, musi byt = # 1. Mtzeme tedy psat, ze

2y — 5
-1
T = =
[z -

xy—1)=2y—5 = zy—x=2y—5 = zy—2y=2x—-5 = ylr—2)=x -5

1 :x—5
STy p—
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a funkce k ni inverzni

2 —
Obr. 4.4: Graf funkce y = v
x

Pro defini¢ni obor inverzni funkce plati, ze  # 2. D(f™!) = (-0
pro obor hodnot inverzni funkce plati, ze H(f™') = D(f) = (—o0

Cviceni

_2a:+1
 3r—6

1. Urcete funkci inverzni k funkcim : a) y = 3z — 4, b) y = 10" + 5, c)y

Maplety
Odkaz na maplet k procviceni inverzni funkce:

1. inverzni funkce.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/InvFunkce.html
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4.3 Zakladni elementarni funkce

4.3.1 Mocninné funkce
Linedarni funkci nazyvame kazdou funkci f, kterd je dand predpisem
fry=kx+q, k,qeR.

Grafem linearni funkce je vzdy piimka rtiznobézna s osou O,. Defini¢ni obor D linedrni
funkce f (zna¢ime D(f)) je R. Obor hodnot funkce f pro k # 0 (znac¢ime H(f)) je R.
Pro k£ = 0 dostavame konstantni funkci. Vyznam konstant £ a ¢ je vidét z nasledujiciho
obrazku:

A S~ |

0 X 0 X 0 X

k>0 k<0, k=0
k=tga, a<3 k=tga, a> 7 k=tga, a=0
rostouci funkce klesajici funkce konstantni funkce

Reseni.

Piiklad 4.10. Urcete linearni funkci, jejiz graf prochézi body [—2; —3|, [—1; —4] a jejiz
obor funkénich hodnot je interval (—6;0). Sestrojte graf.

ResSeni. y = kx + ¢. Dosadime soufadnice bodi.

Pak -3 =-2k+qg N —4=—-k+q. 0 X
Resenim této soustavy dostaneme
k=-1, ¢=—5.

Linearni funkce pak je y = —x — 5.

y € (—=6;0) = krajni body tsecky jsou

[1; —6], [=5;0]. _5\

Priklad 4.11. Nakreslete graf funkce y = |z| — 2|z — 1| + |z — 2|.

Reseni. Body = = 0, 1,2 rozdéli osu x na étyii intervaly a uréime tvar funkce y v jed-
notlivych intervalech:
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(=003 0) (0; 1) (1;2) (2;00)
|| -z T x T
“or — 1] || =2(—z+1) | —2(—2+1) | =2(x—1) | —2(z — 1)
|z — 2| —z + 2 -+ 2 -+ 2 r—2
Y 0 2x —2r+4 0
y ]
)]
v
X
-2 -1 0 1 2 3 4

y=lz| =2z =1 + [z = 2|

Kvadratickou funkci nazyvame kazdou funkci, ktera je dana predpisem
fry=az*+br+c kdea,b,ceR, a#0.

Defini¢ni obor kvadratické funkce f je D(f) = R. Grafem kvadratické funkce je parabola
s osou rovnobéznou s osou .

A v

fry=ar’+brx+c a<0 fry=ar*+br+c, a>0

Mame-li sestrojit graf kvadratické funkce y = ax? +bx + ¢, vyjdeme ze zédkladni paraboly

y = x? a postupnymi transformacemi uréime soufadnice vrcholu. Je také vhodné urcit

priiseéiky s osami. Obecné plati, Ze rovnobéZnym posunutim paraboly y = ax? do vrcholu
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V(m;n) dostaneme parabolu y —n = a(z — m)?. Osa paraboly zlstdva rovnobéznd s
osou .

3 3 9
Priklad 4.12. Nacrtnéte graf kvadratické funkce y = Za:Q + T
ResSeni. Pfedpis upravime na tvar y + 3 = Z(x +1)? a postupné sestrojime
3 3
y=12% g = (x+ 1) y3 = Z(m +1) y = Z(QJ +1)% = 3 neboli y — 3 = 3(z + 1)%
y \ y
y,
/ 0.75
-3 2 X - 0 1
-3
L4
ys = 3(z + 1) y—3=3(z+1)>

]

Mocninna funkce s prirozenym exponentem je funkce f :y = 2", n € N. Pron =1 je
tato funkce linearni, pro n = 2 kvadraticka. Defini¢ni obor mocninné funkce je D = R.

liché n, H; =R sudé n, H; = (0;00)

Priklad 4.13. Nacrtnéte grafy funkei f1:y = (x —1)3, fo:y=|z* —3|.
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Reseni. Upravime analogicky jako u kvadratické funkce:
fi:y+0=(z—1)3 V[1;0]

f2 : Nakreslime postupné grafy y; + 3 = z* a pak y = |y1].

39y
y
2,
y
1 y
0 1 X 2 é X
iy 1 0 )1( 2
fory+0=(z—-1) fary =zt =3
]

Piiklad 4.14. Bez vypoctu rozhodnéte, které z ¢isel 4390, 3%0%je vétsi.

Reseni. Upravime 4300 = (43)100 3400 — (34)100,
Obé mocniny lze chapat jako hodnoty funkce y = 21,

Tato funkce je pro z € (0 : 0o0) rostouci, 4*> < 3%, proto 439 < 310,
O

Priklad 4.15. Uvazujme mnozinu vSech kvadri, jejichz délky hran jsou v poméru
1:2: 3. Urcete funkci vyjadiujici zavislost objemu kvadru na délce jeho nejdelsi hrany a
nacrtnéte jeji graf.

Reseni. v 1

Oznac¢me délku nejdelsi hrany b, o

i

pakazg; c:gbprob>0.

Pak V = 217,

-1
Priklad 4.16. Urcete defini¢ni obor funkci: a) y = V22 — 6, b)y =4/ ° 1
T

Reseni. a) Aby byla funkce y = v/2z — 6 definovand, musi byt 2z — 6 > 0, tedy = > 3.
Miuzeme tedy psat, ze D(f) =< 3,00).

b) Defini¢nim oborem funkce bude feSeni nerovnice

120,x7é—1.
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Nulové body citatele a jmenovatele jsou z = —1a x = 1.
Dostaneme D(f) = (—o0,—1) U < 1,00). O

Mocninna funkce s celym zapornym exponentem je funkce f :y = 27", n € N. Defini¢ni
obor této funkce D(f) = R — {0}.
Linedrni lomend funkce je funkce dana predpisem

b d
Foy="""2 ydeabedeRa£ -2 40,
cx+d c

Defini¢ni obor této funkce je D(f) = R — {—%}. Nejjednodussi pripad nastane pro a =
=d=0, pak y = % a grafem je rovnoosd hyperbola.
a a

V pripadé, kdy ad — ¢b # 0, dostaneme po tUpravé y — — = — - opét rovnoosou
c

o1

= |ele

ol

d a
hyperbolu se stfedem v bodé S [— - —} , asymptoty prochéazeji stredem a jsou rovnobézné
¢’ c

s osami souradnymi.

k
Priklad 4.17. Nakreslete grafy funkci: a) f:y = — (nepfimd timérnost),
x
1—x
b) f:y= :
) fry=——

ReSeni. a) Grafem nepiimé tmérnosti je rovnoosa hyperbola v I. a III. kvadratu pro
k >0, a v Il alV. kvadratu pro k£ < 0.

y

k

fiy==%L k>0 fry==%t k<o

x’

1—x—|—2—2_—x—|—2—1 1 -1

- — 1 tedyy+l=——.
x—2 x—2 x_2,eyy+ x—2

b) Upravime y =

Asymptoty prochazeji bodem S[2; —1]. MiZeme urcit pruseciky se soufadnymi osami:

X[1;0], Y[0;—0,5]



4.3 ZAKLADNI ELEMENTARNI FUNKCE 39

S[2,-1]

4.3.2 Exponencialni funkce a logaritmicka funkce

Exponencidlni funkce o zdkladu a >0 A a # 1 je kazda funkce
fry=a"
Defini¢ni obor této funkce D(f) = R. Obor hodnot H; = (0; 00).

Pro pripad a = e dostaneme prirozenou exponencialni funkci.

Graficky:

y y y

y=a", a>1 y=a",0<a<l1 y=e"
Inverzni k exponencialni funkci y = a” je logaritmickd funkce o zdkladu a >0 A a # 1.
Znacime
fry=log,x.
Defini¢ni obor D(f) = {z € R,z > 0}. Obor hodnot H; = R.
Pro zéklad a = e dostaneme prirozeny logaritmus, ktery pouzivame nejcastéji.

Graficky:
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y=log,z, a>1 y=log,r, 0<a<1 y=Inz

Cviceni
1. Nacrtnéte grafy funkci:
a)y=2z+1-3lz—1|, xR b)y=|z|+z, xR

c)y=+/(x—1)2 x € (-3;00)

2. Upravou rovnice paraboly urcete soufadnice vrcholu a priseéiky P; a Py s osou O, priseéik
@ sosou Oy. a) y=222—4z — 6, b) y = —22 + 4x.

x
3. Najdéte vSechna p € R, pro néz exponencialni funkce (i2> je a)rostouci, b) klesajici.
p

4. Najdéte defini¢ni obor téchto funkei:

a)y =log,(z +3) b) y = logg a? ¢) y = logs(—x)
T —2
d)y:lnx+1 e)y=logsvd—=x f)y=+/loggx
_ x - Vidz—/1—2z
9y =logy /o My =M s
5. Najdéte defini¢ni obor nésledujicich funkei:
a)y=+v-x?+7x—12 b) y = 2V9=*" 4 log(3z — 5)

T+ 2 1
Y=y, th@+2) d)y_\/2x2+5x—3

e)y=/1-1log 72 )y =+vz?+22+10+ \/log (2z + 5)

2x — 1
6. Sestrojte graf linearni lomené funkce a) y = <

_ 1+4x 2x

ool oy - =
x+1’ )y xz <)y 24z

7. V téze kartézské soustavé souradnic nakreslete grafy funkci:
a)y=15" y=15,y=15"1 y=—15"

b) y =logzw, y =logz(x — 2), y =logz(x +2), y =2 — logzx
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Maplety
Odkaz na maplety k procviceni elementarnich funkei:

1. kresleni grafu,
2. skladani funkci.

4.4 Goniometrické funkce

4.4.1 Obloukova mira

V matematice, ve fyzice a v technické praxi se pouziva na urcovani velikosti thlu tzv.
obloukovd mira. Je dan uhel ABC. Sestrojime kruznici se stfedem v bodé B (ve vrcholu
thlu). Jestlize r je polomér kruznice a s je délka oblouku kruznice uvnit¥ thlu ABC,

potom velikost tohoto thlu je 2 radiant.

/ABC = 2 rad.
T

Toto ¢islo nezavisi na poloméru kruznice.

360° = 27 radianu

1° = T radidna
180
180\ °
1 radidn = (—)
T

Priklad 4.18. Vyjadiete tthel 15° v obloukové mife.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniElemFci.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/SkladaniFunkci.html
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2rr

Reseni. Kruznice méa délku 277 a velikost tthlu 360° v radianech je — = 2.
r
o 2m 7T . o T
Z toho 1° = — = —— radidni. Tedy 15° =15 — = —.
360 180 180 12

]

Déle budeme pracovat s orientovanymi tthly. Orientovany thel si mizeme predstavit jako

pocatecni a koncovou polohu polopfimky (nejlépe kladné poloosy O, ) otéacejici se kolem

svého pocatku a to v jednom ze dvou navzajem opacnych smysli. Bud proti pohybu hodi-
s

novych rucicek, tak dostaneme kladné tihly (napi.7, 67, atd), nebo ve sméru hodinovych

rucicek a tak dostaneme zaporné thly (napf.—-5, —4m, atd).

4.4.2 Goniometrické funkce

Definice 4.19. V kartézské souradnicové soustaveé sestrojme kruznici o stredu v pocatku
a poloméru 1. Uvazujme orientovany thel o velikosti ¢ radianti, jehoz vrchol je v poc¢atku
a pocatecni rameno kladna poloosa x. Druhé rameno protne kruznici v bodé P. Potom
definujeme kosinus thlu ¢ jako x-ovou soutadnici bodu P. Oznacujeme cos . Podobné
y-ova soutadnice bodu P se nazyva sinus thlu 1. Oznacujeme sin .

Obé funkce jsou periodické, jejich nejmensi perioda je 27. Defini¢nim oborem obou funkci
je R, oborem hodnot je (—1;1). Grafem je sinusoida (kosinusoida).

0
Snadno se da ukazat, ze pro kazdé x € R plati cosz = sin (1‘ + 5) .

AN A

Yy =sinx Yy = COS X

Funkce f :y =sinz, Vo € R je licha: sin(—xz) = —sinz.
Funkce f:y = cosz, Vo € R je suda: cos(—z) = cosz.

Definice 4.20. Tangens je funkce, ktera kazdému realnému ¢islu x, pro néz je cosx # 0,
priradi ¢islo
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Defini¢nim oborem této funkce je D = {z € R,z # 2w, kde k je celé &slo }. Oborem
hodnot je H = R.

Definice 4.21. Kotangens je funkce, ktera kazdému realnému ¢islu x, pro néz je sin x #
= (, priradi ¢islo
cos T

cotgr = — .
sinx

Defini¢nim oborem této funkce je D = {x € R,z # km, kde k je celé ¢islo }. Oborem
hodnot je H = R.

0 X
0 X
y=tgw y = cotg x
Funkce tg z a cotgx jsou periodické funkce s periodou 7.
Obé funkce jsou liché: tg(—x) = —tgx a cotg(—x) = — cotg x pro vSechna x z defini¢niho

oboru.

V nasledujici tabulce jsou vypocteny hodnoty goniometrickych funkci pro néktera
x € (0;27), které je vhodné si pamatovat.

Tab. 4.1: Hodnoty goniometrickych funkci pro nékteré dilezité thly

0|5 5|3 |5] |4
sing [0 3 |2 2|10 -1
cosz || 1 ‘/75 ‘/75 % 0(-1] 0
tgr |0 2| 1 V3 0
cotgx V3] 1 ‘/?3 0 0

Déle uvedeme nékteré diilezité vzorce, které budou uzitecné pii reseni uloh souviseji-
, o . , . . v s ™ ’
cich s goniometrickymi funkcemi. Pro kazdé x € (0; 5) plati:
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e sinz = sin(r — z) = —sin(7m + z) = —sin(27 — z)
e cosx = —cos(m — x) = —cos(m + x) = cos(2m — )
o tgx = —tg(m — x)

e cotgx = — cotg(m — x)

Priklad 4.22. Vypocitejte hodnoty goniometrickych funkci v danjch bodech :
5 2 25

a) = —=m b)a=—=m c)a=—m
3 3 4
Reseni. a) a = gw =27 — %ﬂ' = Sin(27r—% )= —sin(%ﬂ) = —\/73 = sina = _\/73
cos(2m — 3m) =cos(3m) =5 = cosa =g
_ si _ _ _ V3
tga =222 = —+/3 cotga = 20 = — X2
b) a = —%7? : Funkce sinx, cosx jsou periodické s periodou 27. Plati:
sina = sin(a + 27) = sin 47 = sin(r + ir) = —sin(in) = L
4 1 1
cos @ = cos(a + 2m) = cos 3T = cos(m + 37) = —3
tga:i“Tz:\/g cotga:%:‘/?g
¢)a =2, sin(27) =sin(37m + 6m) =sin 37w = \/75
cos(22m) = cos(3m + 67) = cos ;7 = ?
tga =cotga =1 0

Pro kazdé realné z plati: sin?z + cos?z =1

Pro kazdé redlné x a celé k, x # k- 7 plati: tgz-cotgx =1

Funkce dvojnésobného a poloviéniho argumentu:

o Vz € R: sin2x = 2sinxcosz; Vo € R: cos2x = cos’x — sinx

. x‘ 1—-cosz
sin —| =4/ ———;
2 2
T 1+coszx
v GR:‘ —’:\/—
oV cos2 5

Soucdtové vzorce:

eVreR:

e Va,y € R: sin(x +y) =sinzcosy £ cosrsiny
o Vr,y € R: cos(x £y) =coszcosy Fsinzsiny
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. . . + -
o Vr,yeR: smx—i—smy:2smx2ycosx2y
rT+y . rT—yY

e Vr,y € R: sinx —siny = 2cos 5 sin 5

r+y r—y

o Vr,y € R: cosx + cosy = 2cos 5 cos 5

oeVr,yecR: cosx—cosy:—2sin$;ysinx;y

tgr £tgy
1Ftgx - tgy

oeVr,yeR, x,y+# %T“w: tg(x £y) =
Priklad 4.23. Vypocitejte cos %ﬂ'.

Reseni. cos E?T = CO0S Z + E = COS Z coS 6 — sin Z sin E = 1

) <7T 7T> 7T s ™. 1™ V6—v2
Priklad 4.24. Vypoctéte hodnoty funkei cos o, sin(2a), tg(2a), sin §, jestlize

3 s
5 0<a< 3.

= . ; 9 4
Reseni. |cosal =cosa = V1 —sina = \/1—%25

2.3.4 24
25 25
16 9 7 sin(2c) 24

cos(2a) = cos’ a — sin* o = 3 "5 = 58 =  tg(2a) = o = —

(2a) 7
l<a<s =0<=<Z = ’ a‘ in = =3 \/1
a < — - < — Sin —| = SIn — = =1\ =
2 2 4 2 2 2 10

4.4.3 Goniometrické rovnice

sina =

sin(2a) = 2sinacosa =

Goniometrické rovnice jsou rovnice, které obsahuji neznamou jako argument jedné nebo

nékolika goniometrickych funkei.

Priklad 4.25. Vyfteste v R goniometrické rovnice:

a) 2sin(3z) =2  b) sin?z —cos?z = 0,5 c) 2sin’x —5cosz +1=0

2
Reseni. a) Upravime: sin(3z) = - Sinus ma kladné hodnoty v I. a II. kvadrantu.

Tedy 3z = % Yo%kr V 3= %r +2kn, k € Z. Odtud

T 2 T 2
- 1z -4z 7.
x 12+3k7r VvV oz 4+3k7r,k€
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2

b) Upravime levou stranu rovnice: sin?z — cos?x = —(cos? z — sin? 2) = — cos(2z).

Potom rovnice mé tvar — cos(2x) = 0,5, tzn. cos(2z) = —0,5. Funkce kosinus mé zaporné
hodnoty v II. a III. kvadrantu.

P0t0m2x:7r—g+2k7r Vv 2x:7r+g+2k:7r, k € Z. Odtud

1 2
:czyr—i—lmr Vv x:§7r+k7r,k€Z.

c¢) Upravime levou stranu rovnice:
2sin®x —5cosw + 1 =2(1 —cos’z) —5cosw + 1 = —2cos’x — Hcosz + 3

Potom rovnice m4 tvar —2cos?x —5cosx +3 = 0 t.j. 2cos?x + 5cosz — 3 = 0. Polozime
y = cosx a dostaneme kvadratickou rovnici 2y? 4+ 5y — 3 = 0. Tato rovnice méa kofeny
y1 = —3 a y» = 3. Protoze | — 3| > 1, FeSime jen rovnici cosz = 1. Funkce kosinus m4
kladné hodnoty v I. a IV. kvadrantu. Dostaneme

1 5
Qf:§7T—|-2k’7T V x:§7r+2k'7r,k:€Z.

O
Cviceni
1. Vypocitejte nasledujici thly v obloukové mife: a) a =135° b)a=-75° «¢)a = 200°
2. Vypocitejte hodnoty goniometrickych funkei sinz, cosz, tgz, cotgx v danych bodech :
7 21 5 11
a)a:—gw b)Oé:ZW c)azaw d)a:—zﬁ
3. Vypocitejte hodnoty goniometrickych funkci sinz, cosx, tgx jestlize plati, ze cotgx = —3

a x € <§7r; 27).

4. Vyteste v R goniometrické rovnice:

3
a) cos(x—Z):—\Q[ b) 2cos?xr —3cosz+1=0
sinz
¢) ——=1 d) V3 tg?z —4 tgz +/3=0
V2 +cosx ) 8 &
e)2sina::\/§ tgx f) sinz + cos2zx =1
1
g) sin4a:—cos4x:§ h) 1 +sinz = 2cos’z
_ t 1
5. Reste v intervalu (0; 27) rovnici grt’ _ 2+ V3.

tgx — 1
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= . L 3
6. Reste v intervalu (0; T) rovnici sinx +tg?z = =.

2 2
7. Upravte néasledujici vyrazy pro kazdé = € R, pro které jsou definovany:

3

) 2sinx + sin 2z b) sin® x — sinx

a, — —

cos? 5 cosdx — cosz
sin?z — tg?x (sinx + cos x)?

c) d)

cos?x — cotg? x 1 + sin 2z

8. Nacrtnéte grafy funkci: a) y = —sin(3z) b)y=1+4cosz c¢)y = 2sin(z + 7).

Maplety
Odkaz na maplet k procviceni kresleni grafti goniometrickych funkei:

1. kresleni grafu.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/KresleniGrafu.html
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5 Diferencialni pocet

5.1 Limita a spojitost funkce

Funkce jedné proménné f:y = f(z) mavbodé a € R limitu L € R, jestlize v pfipadé,
kdy se hodnota x blizi k ¢islu a, funkéni hodnoty f(z) se blizi k hodnoté (limité) L.
K vyjadreni blizkosti dvou bodi z,a € R pouzividme v matematice pojem okoli bodu.

Definice 5.1. r-okolim bodu a (a,r € R, r > 0) oznacovanym U(a;r) se rozumi
otevieny interval

U(a;r) =(a—r,a+r)
Cislo r > 0 se nazyva polomér okoli U(a;r). Misto Uf(a;r) se nékdy pise U(a),
pokud hodnota polomeéru okoli neni v dané situaci podstatna.
Definice 5.2. Rikdme, 7e funkce f md v bodé a € R limitu L € R, pravé kdyz ke
kazdému libovolné zvolenému e-okoli U(L;e) bodu L existuje d-okoli U(a;d) bodu

a takové, zZe pro vSechna x # a z U(a;0) piislusné hodnoty f(x) jsou ve zvoleném
okoli U(L;¢e). Symbolicky pak piSeme: lim f(z) = L.
Tr—a

Symbolicky zapis definice vlastni limity funkce ve vlastnim bodé:
limf(z) =L & VYe>030>0Ve e D(f):x€U(a;9d), v #a= f(x) € U(L;e).
r—a

Plati, ze funkce f ma v bodé a nejvyse jednu limitu. Kazda zakladni elementarni

funkce f ma v kazdém bodé defini¢niho oboru D(f) limitu rovnou funkéni hodnoté v

tomto bodé.

Maji-li funkce f,g v bodé a € R limity, tj. existuji-li limity lim f(z) a lim g(x), pak
r—a T—a

maji v tomto bodé limity i funkce f+g, f—g, fg, cf, kde c € R je konstanta , a je-li

lim g(x) # 0, také funkce = a plati:
r—a g

o lim(f(x) + g(x)) = lim f(2) + lim g(x)
o lim(f(x) — g(x)) = lim f(z) — lim ()
o lim(f(x) - g(x)) = lim f(x) - lim g(2)

o lim(c: f(x)) = ¢ lim f(z)

f(z)  lim,_,, f(2)
)

i=a g(x)  limg, ()
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Priklad 5.3. Urcete limity funkci:

1
a) :lcgn%(xz —5x+47) b) lim (1 — cosx) c) lim T

z—0 z——1 ¢ —1

Reseni. a) Funkce f : y = 22 — 52 + 7 je polynomicka funkce, které je definovina na
celém R, tedy i v bodé x = 1. Dostaneme:

lim(z®> —52+7) =1>-5-1+7=3
z—1
Podobné postupujeme i v ¢asti b) a c).

b) liII(l) (1 —cosz)=1lim 1—1lim cosz=1—-1=0
T—>

x—0 z—0
w1 gm0y
c) lim = — = =0 O
z—-1 ¢ —1 hmlm—l —-1-1
T—>—

Jestlize pro dvé funkce f,g plati, Zze pro vSsechna x # a =z jistého okoli bodu a je
f(z) = g(x), potom lim f(z) existuje, pravé kdyz existuje lim g(z), a plati
T—a T—a

lim f(z) = liin g(x).

T—a

Priklad 5.4. Urcete limity nésledujicich funkci:

. it —2 . tgxz+sinz ) 2—vzr+9
a) im ——— b) lim —=— ¢) im —————

=1 o —1 z—0 sin =5 x+5
- . . ?tr-2 y , . .
Reseni. a) Funkce f:y= —F 7 Pemiv bodé x =1 definovana. MiiZzeme vsak v

x R

R — {1} provést nasledujici tpravu:

_P42-2  (@-1)(z+2)

pu— 2 p—

f(@) | T z+2=g(z)

Danou limitu pak vypoc¢teme uzitim posledni véty:
2 -2 -1 2
i D=2 gy, EZDEED) i 122
rx—1 €r — 1 r—1 €T — 1 r—1
b)
t i ST 4 gin sinz(—=- +1 1

iy BEESNT b bSinT L sinaleg ):lim( )=-+1=
70 sin & 7—0 sin x 2—0 sin & z—0 "Ccos T

c)Lomeny vyraz rozsifime dvojclenem 2 + /x + 9.

2—+Vzr+9 ! 2—Vzr+9 2~|—\/a:—|—9_1. 4—(z+9)

lim ——M— im = lim
@5-5 T +5 v>=5 T +5 2+Vr+9 -5 (z+5)(2+Vxr+9)

—(z+5) _ -1 —1

-1
=5 (r+5)2++vxr+9) =52+ +9 2++/-5+9 4




50 DIFERENCIALNI POCET

Cvicdeni

1. Urcete limity funkei:

2 2
. 2 .oxt—25 . 4 —5x+6
2) :}:l—>ml(5x 62 +7) b) :};1—>ms T —5 c) al:1—>mZ x? — 12z + 20
2. Vypoctéte limity funkci:
) 1 Va?+1-1 b) i x—3 ) i vor+2-2
a) im —— im ——— ¢) lim ——
z—0 x z—3 \/xT—Z T2 \/m—?)
3. Vypoctéte limity funkci:
4 3 /2 7—4
a) lim (1+sinx) b) lim 32;333 c) lim 23?+7
% =0 x* —2x =3 4 —5r+6
Maplety

Odkaz na maplet k procviceni limit:

1. limita.

5.2 Derivace funkce

Definice 5.5. Je-li funkce definovana v okoli bodu g a existuje limita

oo 1@) = f(wo)

T—T0 (:L‘ — xo)

)

nazyvame ji derivaci funkce f v bodé xy. Znacime ji f'(xo). M&-li funkce f derivaci
v kazdém bodé =z jisté mnoziny M, potom funkci

ffoy=f(x), reM
nazyvame derivaci funkce f na mnoziné M.

Derivace  f’(zg) pfedstavuje geometricky smérnici tecny ke grafu funkce v bodé

[0, f(20)]-

Existuje-li v bodé xq derivace funkce f, pak tecna ke grafu funkce f v bodé
[zo, f(x0)] mA rovnici

y — f(zo) = f'(wo)(x — x0).

Je-li dana funkéni zéavislost hodnot néjaké fyzikalni velic¢iny na case, pak jeji derivace
vyjadiuje okamzitou rychlost zmény hodnot této veli¢iny.


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Limita.html
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Necht s = s(t) je rovnice drahy pfimocarého pohybu hmotného bodu, pficemz ¢
znaci ¢as méreny od jistého pocatecniho okamziku a s znaci drahu, kterou hmotny bod
urazil po ptimce od zvoleného pocatecniho bodu. Derivace drahy s(t) podle ¢asu t pro
t =ty definuje okamzitou rychlost pohybu hmotného bodu v ¢ase ty.

s(t) = s(to)

to) = §'(to) = li
v(tg) = §'(tg) = lim r—

t—to

vvvvvv

vzorce najdete v nasledujici tabulce.

Funkce f Vzorec pro derivaci funkce f | Podminky platnosti vzorce
y=c, (ceR) d=0 x € (—00,00)
y=12", neN (2™ = na"? x € (—00,00)
y=u12", reR, (z7) = ram? x € (0,00)

y=e* () =e* x € (—00,00)
y=a® (@) =a"Ina x € (—00,00)

y=1Inz (nz) =1 x € (0,00)

y =sinx (sinz)’ = cosx x € (—00,00)

Y = CosT (cosz) = —sinx x € (—00,00)

y=tgx (tgz) = (COSI)Q rv#Q2k+1)%, ke Z

y = cotgx (cotgx)’:—m v#kn, kel

Tab. 5.1: Vzorce pro derivace elementarnich funkci

Priklad 5.6. Urcete rovnici tecny ke kiivce y = 2% —1 v bodé [2,3] .
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Reseni. Pro smérnici te¢ny v bodé [2,3] plati

e x2—1—3_. (x —2)(x+2)
b=y @) =ln = =M

=4.

Po dosazeni do rovnice teény y — f(xg) = f'(x0)(z — z9) obdrzime y — 3 = 4(x — 2) tj.

t:de —y—5=0. 0
1

Piiklad 5.7. Zderivujte funkce : a) y = — b)y = c)y=>5"
x

Rv , _1_73 r 3 4 3

eSeni. a)y_ﬁ_x = y = (-3)x =

1 1 1
b I — 3Y = 2472 —
)y = (@) 2" " 2\/x

c)y =5 Inb O

Jestlize funkce f : u = f(x), g : v = g(z) maji derivaci v kazdém bodé = € M ,
pak plati néasledujici vzorce pro véechna x € M (u podilu za predpokladu, ze g(z) # 0):

u+v) =u +
( )

Priklad 5.8. Vypoctéte v pripustnych bodech derivace funkei danych predpisy:

1
a)y=>5xt—6e* b)y=62>—/z c)y=(v—1)(z*+3z—5) d)y:xjL

r—1
- 11
Reseni. a) y =202% —6e* b))y =120 — ——

2/x
c) Pri derivovani této funkce pouzijeme vzorec pro derivovani soucinu.

Y =@*+3x-5)+(x—1)2x+3)=2+3x—-5+22°+ 3z —2r — 3 =327 + 4o — 8

d) Pfi derivovani této funkce pouzijeme vzorec pro derivovani podilu.

, -1 —(x+1) -2
B P Rl e V2 -
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Jestlize je dana funkce F : y = f(g(z)) , pfi¢emZ vnitini funkce ¢ méa derivaci v
kazdém bodé = € M a vnéjsi funkce [ ma derivaci f’ v kazdém odpovidajicim
bodé u = g(z), pak sloZzena funkce F' = f o g mé derivaci F’ v kazdém bodé z € M,
pro niz plati:

Priklad 5.9. Vypoctéte derivace funkci: a) y = In(z> —8) b)y =1In i i_ 1 c)y =
=e%sin’w
Reseni. a) ¢/ = = 1_ g (2z —0) = :c22f 3
b)y = ; <x_(1w)—_1(;62+1) a i: ' (x:21)2 T (x— 1;(2x+1) - x2_—21
a—1
c)y = e"sin’x + e"2sinz cosx = e“sinx (sinz + 2 cosx)
[

Jestlize funkce f~': y = f~Y(z), z € (a1,b1), je inverzni funkce k funkci f: y =
= f(x), = € (ag,by), kterd je na intervalu (ag, by) spojita a ryze monotonni a ma na ném
nenulovou derivaci f’, pak také inverzni funkce mé na intervalu (ay,b;) derivaci (f~'),
pricemz plati:

1
f'(f =)

Piiklad 5.10. Urcete rovnice teden ke kiivce y = 2% + 22 — 2 v jejich priisecicich s osou
x.

(f)(@) =

ResSeni. Pruseciky dané kiivky s osou 2 uréime feSenim rovnice 2° + 22 — 2z = 0.
Rovnici prevedeme na soucinovy tvar x(z —1)(x +2) = 0 a dostaneme kofeny z; = —2,
o =0, x3 = 1.

Hledédme tedy rovnice tecen dané kiivky v bodech T7 = [—2,0], 7> = [0,0], T3 = [1,0].

Pro smérnici tecny v libovolném bodé [zg,y(zo)] plati k= y/(xo). Protoze
Y (x) = 32* + 2z — 2,

dostaneme k = 3/(zy) = 323 + 229 — 2. Smérnice tefen uvazované kiivky v bodech
Tla T27 T3 jSOU
ki = y/(_2) =0,

]{32 == y/(O) == —2,
]{?3 = y,(l) =3.
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Po dosazeni do rovnice te¢ny y — f(z9) = f'(xo)(x — x9) obdrzime
pro 71 =[-2,0lak=6: y=6(r+2) tj. bz —y+12=0

T, =10,0], ko =—-2: y=—2x tj. 2z +y =0
T3 =1[1,0], ks5=3: y=3(zx—1) tj. 3z —y—3=0.

y = 6x 4+ 12 y=3r—3

=23 4+22 -2
y=—2x

Obr. 5.1: Graf funkce 23 + 2% — 22 s te¢nami v prisecicich s osou x

Cviceni
1. Vypoctéte derivace funkeci:

3 z(,.2 T+5 -2
a)y =mz’ — Tz )y =e*(z ) c)y )y 12

2. Uréete derivaci funkci:

1 .
a)y = Vsinz b)y:§(x—sinxcosx) c)y=e"? d) y = cose”
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2
—2
% v bods T = [1,7].

3. Urcete rovnici tecny ke grafu funkce f: y=—
x

4. Uréete rovnice tecen ke kiivee y = 2% + 22 — 62 v jejich prisecicich s osou .

Maplety
Odkaz na maplet k procviceni kresleni derivaci:

1. derivovani,

2. hledani tecny ke grafu funkce.

5.3 L Hospitalovo pravidlo

K aplikacim diferencialniho poc¢tu patii metoda vypoctu limit pomoci derivaci. Vyjadiuje
ji l"Hospitalovo pravidlo:

Necht funkce f,¢g maji v bodé xy € R funkéni hodnoty f(xo) = g(xo) = 0
!/

(ev. lim f(x) = lim g(z) = +00 ) a necht existuje lim / (a:) Potom existuje také
T—T0 T—T0 T—=xo g,(fL’)

lim 1) a plati

=0 g(x)

@) 1@

o () o g(x)

Priklad 5.11. Uzitim 1 Hospitalova pravidla vypoctéte limity funkei:

. sin2x . Inx . 3 +1
a hm N b) hm C 1m
z—0 sin dx z—oo T2+ 6 -1 25 + 1
sin2z .. (sin2x)" . 2cos2x  2cos0 2

ReSeni. a) lim — = lim — - = lim = = —.
e=0sinbxr  =—0 (sinbx)’  2-05cosbr  5cosO 5

1 Inz) 1 1 1 1
b) lim BT im _(nz) — lim = = Ii : .
z—00 2 +6 T—00 (1}2 + 6)/ z—00 20 z—00 2 2 2

3 +1 . (P41 . 3z* 3
im = lim ——~ = lim — = - L
po-1254+1  a—>-1(25+1) a=-15z% 5

c)


http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Derivovani.html
http://matika.umat.feec.vutbr.cz/maplenet/maplety/Tecna.html
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6 Komplexni cisla

6.1 Tvary komplexniho cisla
Komplexni ¢islo je ¢islo z = a-+ib, kde a, b jsou redln4 ¢isla a i> = —1. Vyraz je jednoznacné
uréen usporadanou dvojici [a; b], kde a, b jsou realna cisla.
Pro komplexni ¢isla se daji operace s¢itani a nasobeni definovat takto:
(a+1b) + (c+1id) = (a+¢) +i(b+d),
(a+1b) - (¢ +1id) = (ac — bd) + i(ad + bc),

kde a + ib a ¢ + id jsou libovolna komplexni ¢isla. S¢itani a ndsobeni komplexnich ¢isel
jsou operace asociativni a komutativni. Nasobeni je distributivni vzhledem ke sc¢itani.

Piiklad 6.1. Vypoditejte soucin (2 4 7)(3 + 7).
Reseni. (2+i)(3+i)=6+3i+2i—1=(6—1)+i(3+2)=>5+5i O

Definice 6.2. Zapis z = a+1b nazyvame algebraickym tvarem komplexniho ¢isla. Realné
¢islo a nazyvame redlnou cdsti z. Realné ¢islo b nazyvame imagindrni c¢asti z:

z=a+1ib, a= Rez, b= Imz.
Cislo Z = a — ib nazyvame komplexné sdruenym ¢islem k &islu z = a + ib.
Pti déleni komplexnich ¢isel vyuzivame komplexné sdruzené cislo jmenovatele:

a+2'b_a+ib c—id_ac—i—bd_i__bc—ad'
ctid c+id c—id 4@ 2y a

a+1ib,c+i1deC, ¢,d#0

2+1
—q

Priklad 6.3. Vyjadiete v algebraickém tvaru komplexni ¢islo

241  2+4 144 2+42i+i47* 2-1+30 1 3

Reseni. = . = = =—+ =i ]
1—i 1—i 144 1 — (D) 22
Komplexni é&isla zjednodusujeme podle pravidel: i = —1, i = —i, i* =1, ©® =14,...,
to znamena, 7e pro kazdé k € Z je 4 =1, 4+ =4 2= 1 3 = 4
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Piiklad 6.4. Vypocitejte i + i3 + ° + 47 +4°.
ReSeni. i+ +d +i"+i =i+ i2i+iti+id®+ @ i=i—iti—iti=i O
Definice 6.5. Absolutni hodnotou komplexniho ¢isla a + ib nazyvame nezaporné ¢islo

lz| = Va2 + 02 =z %

Komplexni ¢islo z, pro které je |z| = 1, nazgvame komplexni jednotkou.

Komplexni rovina (Gaussova rovina komplexnich ¢isel) je rovina s kartézskym systémem
soufadnic, ve které je kazdé komplexni ¢islo a + ib znazornéno bodem [a;b]. Absolutni
hodnota ¢isla z = a + ib se potom rovné vzdalenosti bodu [a;b] od pocatku. Absolutni
hodnota rozdilu dvou komplexnich ¢isel se rovna jejich vzdalenosti v komplexni roviné.

Definice 6.6. Uhel ¢ - orientovany tihel mezi kladnou &asti osy = a polopfimkou spojujici
bod [0;0] s bodem [a; b] se nazyva argumentem komplexniho ¢isla z = a + ib.

a b
Plati, ze cosp = —— a sinp = ——. Odtud a =|z|cosp a b= |z|sinp.
= b= 2| cos @ 2| sin @

Omezime-li se na —7 < ¢ < 7 (ev. 0 < p < 27), je toto ¢islo uréeno jednoznacné.

Definice 6.7. Zapis nenulového komplexniho ¢isla z ve tvaru z = |z|(cos + isin )
nazyvame goniometrickym tvarem komplexniho cisla z .

Priklad 6.8. Zapiste v goniometrickém tvaru ¢islo z = 2 + 2i.

- 2 2 1 2 2
ReSeni. |2| =224+ 22 =8, sinp= "= "~ =——=~"" cosp=—= =
V8 2v2 V2 V8

2
p=%+2kra pc(-mm) = =7 Tedy: 2+ 2i= (cos—+zsm£>. O

oI5

Cvicdeni

1. Vypocitejte:

a) (2 —3i)(4 +1) b) (1+1)i c) (—144)2
d) (—i)*" e) 2000 £) 5 — 8i + 6i2 — 3i® + 6i*
2. Vyjadrete v algebraickém tvaru komplexni ¢isla: a) (310 — 12 — 4§1%) : (% — 43),
b)3J_rZ+(z'—2)(4_z'), c)(li —I—Z,_Zl)(2i—3)—(z'—1)i.
o 1 1 ,
3. Presvedcte se, ze  — — = 2i.
= ¢ 1+z +1

4. Najdéte dvojici komplexnich ¢isel tak, aby jejich soucet byl 4 a soucin 13.
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3—2
5. Urcete realna ¢isla z,y pro kterd plati: a) T = 2x + yi

b) (z +y)(5 — 4i) + (z — y)(4 — 5i) = 94 — 68i

1 )
T+ +(y'+3)z:1+i
5+ 3

c)
6. K ¢islu z = 4 — 3i napiste ¢islo komplexné zdruzené Z a vypocitejte |z|.
7. Urcete komplexni ¢isla z, pro néz plati z = Z.

8. Vyjadfete nasledujici komplexni ¢isla v goniometrickém tvaru:

. . 1—3 2—1
a)l—i b) —2 c) 5i d) F e) %1
T

9. Napiste algebraicky tvar komplexniho c¢isla z = COS% + ¢sin 5

6.2 Moivreova véta a binomicka rovnice

Vyjadieni komplexnich ¢isel v goniometrickém tvaru podstatné zjednodusuje vypocty
spojené s nasobenim a délenim komplexnich c¢isel.

Pro kazda dvé nenulova komplexni éisla u = |u|(cos a+isina) a v = |v|(cos S+ sin 3)
plati:
uv = |ul - [v](cos (a + ) + isin (o + B)),
v M((:os (a — B) + isin (a — fB)).
v

v vl

Pro umociovani plati Moivreova véta:

2" = (|z|(cos p + isinp))" = |z|"(cosnep + isinny), n € N,

1 1
Piiklad 6.9. Vypoctéte uv, u/v a u3, jestlize u = 2<cos 37 + 7 sin —7r> a

v:6<cos<—%7r)+isin<—%7r>). 3

ResSeni. Absolutni hodnota soucinu je 2 - 6 = 12 a argument 7 + (—37) = —¢7.
1 1 3 1
Proto uv = 12<cos ( - 6%) + ¢sin < - 67r>) = 12(% - 5) = 6V/3 — 6i.

. T a2 1 1 1
Absolutni hodnota podilu je § = 3 a argument 7 — (—57)

1 5 5 1 3 1 3 1
5~ gleosgmrisingm) = 5(- %W’) = —%W’
Podobné dostaneme podle Moivreovy véty: u® = 8(cos 7 + isinm) = 8(—1) = —8.
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Definice 6.10. Binomickou rovnici se nazyva rovnice tvaru z" —a = 0, kde a # 0 je
dané komplexni ¢islo, z je neznamé a n > 1 je ¢islo prirozené.

Tato rovnice ma v oboru komplexnich ¢isel pravé n riznych kofenti. Resit binomickou
rovnici v C znamend vyuzitim Moivreovy véty najit vSech n komplexnich feSeni této
rovnice.

Zapiseme ¢islo a v goniometrickém tvaru: a = |a|(cos¢ + isinp). Podle disledku
Moivreovy véty dostaneme feseni rovnice 2" —a =0, a # 0 ve tvaru:

2k 2k
2z = |a 1(cosu—i-isinu
n

n
n

), k=01,...n—1

Priklad 6.11. V C feste rovnici 22 + 27 = 0.

Reseni. Upravime na 2® = —27. NapiSme a = —27 v goniometrickém tvaru:

—27 = 27(cosm + isinm) = 27(cos(m + 2km) + ¢ sin(mw + 2km)).

TEZET | jsin T2ET) k= 0,1, 2.

Z Moivreovy véty dostaneme feseni z = 1/27(cos 5

1 V3, 3 3V3
+ 11—

:>21:3(§+'7):§ 5 29 = 3(cosm +isinm) = —3,

br . . b 1 V3 3 3V3
23—3(cos?+zsm?)—3(5—27)—5—17. O
Cviceni

1. Vypocitejte algebraicky tvar souc¢inu a podilu komplexnich éisel:

1
a) z1 = 6(cosg +ising) z9 = g(cos% +isin%)

b)z1 =V3+i 22:6(cosg+ising)

100

2. Pomoci Moivreovy véty vypocitejte: a) (—1 + iv/3)3, b) (33 — L4)

N[ —=

us s 1
3. Jestlize z = cos 1 + ¢sin 1 najdéte algebraicky tvar komplexniho ¢isla 23 + -
z

4. Vyteste v C kvadratické rovnice: a) 22 + 2z +2 = 0, b) 22 + 62 + 25 = 0.

5. Vyfeste v C nasledujici rovnice: a) z* =1, b) 23 =1/8, c) 25 = —64.
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7 Posloupnosti a rady

7.1 Aritmeticka a geometricka posloupnost

Definice 7.1. Nekonecnou posloupnosti se nazyva kazda funkce, jejimz definiénim obo-
rem je mnozina vSech pfirozenych ¢isel N. Posloupnost je zaddna bud vycétem prvki,
rekurentné, nebo vzorcem pro n-ty clen.

Priklad 7.2. Posloupnost vSech ¢isel délitelnych tfemi zapiste vySe uvedenymi zpusoby.
Reseni. {a,}° =1{3,6,9,12,15,...}  vycet prvki.

Gps1 = ap + 3, a; =3  rekurentné.

a, = 3n  vzorec pro n-ty clen. O]
Priklad 7.3. Je dané posloupnost {a,}5°, a, = log3". Vyjadiete ji rekurentné.
Reseni. Pro Vn € N je a,,1 = log 3"*! =log 3" - 3 = log 3" + log 3.

Zkoumanou posloupnost lze zapsat a,.1 = a, +log3, a; = log3. O
Priklad 7.4. Posloupnost zadanou rekurentné a; = —1, a,1 = —a, vyjadiete vzorcem
pro n-ty clen.

Reseni. {a,}*={-1,1,-1,1,...}. Odtud a, = (-1)". O

Definice 7.5. Posloupnost {a,}° se nazyva aritmetickd, pravé kdyz existuje takové
¢islo d (diference), Ze pro kazdé ptirozené n plati: a,1 = a, + d, neboli a,,1 —a, = d.

V aritmetické posloupnosti {a,, }3° s diferenci d plati pro kazdé n € N : a,, = a;+ (n—1)d.
Déle jsou-li r, s € N libovolna, pak as; = a, + (s — r)d.

n
Pro soucet S, prvnich n ¢lenii aritmetické posloupnosti lze odvodit: S, = §(a1 +ap).

Priklad 7.6. Dokazte, Ze posloupnost {a, }7°, a,, = 2n—4 je aritmeticka. Urcete diferenci.

Reseni. Musime dokazat existenci éisla d € R tak, Ze pro Vn € N plati a1 = a, + d.
Je a, = 2n —4,a,,1 = 2n — 2 a tedy ayy1 — a, = 2, ¢ili a,11 = a, + 2. Posloupnost
{2n — 4}3° je aritmeticka s diferenci d = 2. O
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Priklad 7.7. Rozhodnéte, které z ¢isel 71 a 100 je ¢lenem aritmetické posloupnosti
{an}$°, v niz a; = —10, d = 4,5.

Reseni. V dané posloupnosti plati a,, = —10 + (n—1)-4,5.
Je-li a,, = 71, pak 71 = =10+ (n — 1) - 4,5. Z toho n = 19. Je-li a,, = 100, pak 100 = —

—10+4 (n —1)-4,5. Z toho n = 22,

Clenem aritmetické posloupnosti {a,} je pouze ¢islo 71. ]

Priklad 7.8. V aritmetické posloupnosti je
a) ag = 18, d = —2. Vypocitejte ayg.

b) a1 = 20, d = 1,5. Vypocitejte a;.

c)ay =126, d=0,2, a, = 27,4. Urcete n.

Reseni. a) a, =a, + (s —7)d = ag=a5+3d=18-6=1

b) ag = a1+ 15d = a1 = a1 — 15d = —2,5

ap=a+n—1)d = n="27041=75 u

Priklad 7.9. Vypocitejte soucet vSech prirozenych ¢isel od jedné do 300.

300
ReSeni. Je a; =1, d = 1. Soucet Ssop = T(al + aszg) = 45150. O

Definice 7.10. Posloupnost {a,}3° se nazyva geometrickd, pravé kdyz existuje ¢islo ¢
= = gproa; #0, ¢ #0.

n

. Y1z oy p p . a
tak, ze pro kazdé ptirozené n plati: a,,; = a, - q, neboli

Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

V geometrické posloupnosti {a,,}$° s kvocientem ¢ plati pro kazdé n € N, a, = a;-¢" 1.
Déle jsou-li r, s € N libovolna, pak as = a, - ¢°7".

n

-1
Pro soucet .S, prvnich n ¢lentt geometrické posloupnosti plati .S, = a; q —3 proq # 1.

Prog=1je S,=n-a;.

Priklad 7.11. V geometrické posloupnosti je

a) a; = 18, ¢ = 3. Napiste prvnich pét ¢lent.
b) a1 = 4, q = 3. Vypocitejte as.

c) ag = 8192, q = 4. Urcete ay.

d) ay = 40, ¢ = —%. Vypoditejte as a Ss.
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Reseni. a) a, = a; - ¢" ' = 18,54,162, 486, 1458
b)as =a;-q* =4-3* =324
c)ay=ag- ¢ % =8192-47% =512

N\ 5 51 1025
d)a5:a1-q4:40-(—£—1> :ﬁ 5:a12_1: 32 D

Priklad 7.12. Najdéte geometrickou posloupnost tak, aby a; +a3 =5 a as + a4 = 10.

a1+a1-q2:5 a1(1+q2):5

Reseni. Je ted
eSenL e R gt a - =10 a1q(1+¢*) =10

Druhou rovnici vydélime prvni, dostaneme ¢ = 2,a; = 1. O]

Priklad 7.13. Zjistéte, na jakou ¢astku vzroste vklad ag K¢ ulozeny na vkladni knizku
na n let, jestlize spofitelna pripisuje na konci kazdého roku p % z ¢astky v tom roce
ulozené.

Reseni. Na konci 1. roku piipiSe spofitelna p % z piivodné vloZené ¢astky a, takze vklad
vzroste na castku » »

ay = ap + ——ap = ap(l + ——).

1= 0+ g = a0l 75p)

Na konci 2. roku pfipiSe k této ¢astce p % z ay, takze vklad vzroste na ¢astku

P P
ay = a1+ o501 = a1+ 750)

Obdobné je tomu v dalsich letech. Vklady po pripsani uroku v jednotlivych letech tvoii

ziejmé geometrickou posloupnost s kvocientem ¢ = 1 + 55 a s prvnim clenem a; = aog.

Tedy podle vzorce a, = a;¢" ' dostaneme, Ze ¢astka ay K& pfi p-procentnim sloZzeném
urokovani vzroste po n-letech na ¢astku a,, K¢, kde

p n—1 p n
i) e )
a ‘“( * 100 (1 * 100

Cviceni
1. V aritmetické posloupnosti je
a) as = 8, ag = —10. Vypocitejte agp.
b) a19 = 23, a1 = 15. Vypocitejte a;.
c) a; = 15, S5 = 75. Urcete d.
d) a1 =450, a, = 210, d = —24. Vypoditejte n a Sy,.

e) a, =47, S, = 245, d = 5. Vypocitejte a; a n.
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2. Ve které aritmetické posloupnosti je a1 + as = 30, ag + a4 = 367

3. Kolik ¢lentt aritmetické posloupnosti, ve které a; = 2, d = 3, musime secist, aby soucet
presahl 20007

4. Mezi ¢isla 8 a 20 vlozte tolik clenti aritmetické posloupnosti, aby soucet vlozenych ¢lend byl
196.

5. V geometrické posloupnosti je
a)ay = —%5, ag = —%. Vypoditejte a1 a q.
b) a1 + a4 = 112, as + a3 = 48. Vypocitejte a1 a q.

)
c) ap = 6144, q = %, a, = 48. Vypocitejte n a S,,.

d) a1 = 18, a,, = 288, S,, = 558. Vypocitejte n a q.

6. Mezi c¢isla 5 a 640 vlozte tolik cisel, aby s danymi ¢isly tvorila geometrickou posloupnost a
soucet vlozenych c¢lent byl 630.

7. Najdéte kvocient geometrické posloupnosti, jestlize soucet prislusné geometrické rady je 6, a
soucet prvnich péti ¢lent je 91)—2

8. Délnik souhlasil, ze bude pracovat, jestlize jeho mzda bude za prvni den prace 1 K¢, za druhy
den prace 2 K¢, za tieti den prace 4 K¢, atd. Kolik si vydéla za 12 dni prace?

7.2 Nekonec¢na geometricka rada

Definice 7.14. Necht {a,}$° je geometrickd posloupnost. Potom nekoneény soucet
a1+ a1q+aq’ -+ a4

se nazyva nekonecnd geometrickd rada s kvocientem q.

Necht {a,}$° je geometrické posloupnost, pro jejiz kvocient ¢ plati |¢| < 1. Pak po-
sloupnost {5, }5°, =a; + as + ... + a,, je konvergentni a plati:

lim S, =

n—0o0 1—g¢q

;o . art+ag+aig de a4 =

2 1
Piiklad 7.15. Sectéte geometrickou fadu: a) 1 — g +5——

2
b) 1+ cos®z+costz+....

SE
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2 2
Reseni. a) Jea; =1, ¢ = 92 _ —%. Déle |q| = - < 1, fada konverguje a
a1
s= 1 5 »
l-—q 144 '

b) Jea; =1, ¢ =cos’z. Pro [cos? x| <1 = |cosz| <1 = x # kr fada konverguje,

1 1
5= 1—cos?z sin’z
[
Piiklad 7.16. Prevedte na zlomek &slo 8,4.
4
Resen. 8Z=8+%+%+ﬁ+ =8+ 1_0% :8+g:§.
ay = %‘j q= %
Jiné feseni: Na jedné strané plati, Ze 10;8,71 - §,Z =9 8.4. ~
Na druhé strané je 10-84 —84 =984 =84,4 — 8,4 = 76. Potom 9 - 8,4 = 76.
Je tedy 8,4 = %. O]
Priklad 7.17. Z&vitnice byla sestrojena ze ¢tvrtkruznic poloméru r g ;l’ g,
Vypocitejte jeji délku.
Reseni.
d:2(27#—}-27%—1—2%2—#27%...):?(1+%+}l+%+...):%é:m’.
O
Cviceni

1. Najdéte soucet geometrické fady 1 —tgx + tg?x — tg® 2z + .... Stanovte podminky.

L . 8 3 9 27 N .
2. Reste rovnici =1——+4+ — — — +.... Provérte fesitelnost rovnice.
z+ 10 x x2 3

3. Do ¢tverce o strané a je vepsana kruznice, do ni opét ¢tverec, pak kruznice atd. Vypocitejte
obsah vSech takto vzniklych ¢tverct.

4. Polo¢as premény (rozpadu jader) radia je pfiblizné 20 minut. Kolik rddia zbude bez pfe-
meény z lmg po n hodinach? (Polo¢as pfemény radioaktivni latky je doba, za kterou dojde k

radioaktivni pfeméné piiblizné poloviny jader atomu té latky.)

5. Pro z € (0;27) feste rovnici 1 + sin®z + sin*2 4 - = 2tgx.
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Prehled symboliky

N=1{1,2,3,...} mnozina vSech pfirozenych ¢isel

No =NU {0}

Z =1{0,1,—-1,2,—2 ...} mnozina vSech celych ¢isel
Q=A{p/¢;p,q € Z,q # 0} mnozina vsech racionélnich ¢isel
R mnozina vSech realnych ¢isel

R* mnozina vSech realnych kladnych ¢isel
C={x+iwy;z,y € R} mnozina vech komplexnich ¢isel
{}, ©® prazdnd mnozina

a € M a je prvek mnoziny M

a ¢ M a neni prvek mnoziny M

{z € M; v(z)} mnozina v8ech prvki mnoziny M s vlastnosti v

vV obecny kvantifikator (kazdy...)

3 existencni kvantifiktor (existuje...)

MCN M je podmnozina N

M=N (MCN)ANCM); Mserovnd N
MUN  A{z; z € MV 2z € N} - sjednoceni mnozin
MNON {z; z € M Az e N} - prinik mnozin
M-N {zx;zeMnhnz &N}

Alaq;ag;asz]  bod o soutadnicich aq, as, as

U = (ug;uz) vektor o slozkach uq, uy

|AB| vzdalenost bodu A, B; velikost usecky AB

lal,|z| absolutni hodnota realného resp. komplexniho ¢isla
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VYSLEDKY CVICENT

Vysledky cviceni

Kapitola 1.2
1. MUN =7Z; MNN = kladné a zaporna lich4 ¢isla.
2. a) (—1;00),(2;3),

b) (—o0;15), (—8;3).

Kapitola 2.3

1. D =[5;0; 5]

2.a=5,8=vy=7

3.a€{2,—-2}

4. a=3

5. pp=y+2=0,p=4r+3y—10=0
6.x=1+t,y=3+2t,t R

7.n=-1

8.p=73

9. rovina g

10. p=ax=2t, y=-3t, 2=3t, teR

Kapitola 3.1
1. a) =4 x4 4y

x

%,x#yAx#O/\y#O

u, uv#—1

:%3’ r#0Nx # -1

+2v6  b) zEET s 9

23(x —8)(z +7)

(z —1)(z +1)(z% + 3)

(2* = 5)(2? = 8) = (z + V5)(x — V) (z + V8)(z — V8)

[\

. a)
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Kapitola 3.2
1. a)$1:1V1‘2=—5

b) x =3 dvojnasobny kofen

3. a) pravdivy
b) neni pravdivy

¢) neni pravdivy

)
c) v R nemd rovnice feSeni
d) z1=0Vzy=—6
e) r1 = 2\[\/.%'2 — _2v5
f) v R nefesitelna rovnice
3
2. a)x { 5}
b)x>4va <2
c)Vz e R
d) z € (2,5)
e) Ve e R —{1,2}
f) ze(2,3)
)
)
)
)

d) neni pravdivy

4..%1:%\/1'2:%

5. a # 0; pro a = 2 rovnice nemé feSeni; a = —2 nekonecné mnoho feseni r = ¢,t € R; Pro

. _ 1
a¢{-2,0,2} je = =)

6. z=32205) 5 0, ae(—00,2)U (3 )

7.202 —7x4+3=0

8. a) te(—00—2)U(2,00)
bym=-3Vvm=4; z1 =0,20 =1
9. a)z=3
b) x=3
c)z=16
d) z € {}
e) z =13
10. a)z=1
b) z=5
c)rxe{}
d) z =
11. a)z=2
b) = = 4,0408
c)r=—1
d)z=4ve=2

Kapitola 3.3
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1. a)x=3,y=12
b

nema reseni

c)z=4—2a, ,y=a; a€R

b) x =13t/7, y=2t/7, z =t

c)x=3,y=4,2=5
3. a
b)z=1y=2,z=1u=3

)
)
)
2. a) nema4 FeSeni
)
)
) soustava nemd FeSeni

4. roviny se protinaji v bodé [2, 3, 5]

5. [x,y,2] = [a—2,2a/3, —a/2]

Kapitola 3.4

1. € {49,50,51,...}

2. a) (—o0;—4) U (—£;00)
b) (1;4)
c) (=1;3)
4) (=003 1)

3. 2€{-8-9-10,...}

4.2<k<3

5. a) z € (—o0;—3) U (2;00)

10. a) z € (—1;0)
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g)zel
h) z e R
i)z eR, z#—-4,2,3

11.  a) z € (—o0;—4) U (3;43)

Kapitola 4.1
1. a)sudéd
b) liché
c) ani sudé ani licha
)

d) ani sudé ani liché

Kapitola 4.2
1. a)(z+4)/3
b) log(z — 5)
c) (6x+1)/(3xz —2)

Kapitola 4.3
1. a)y=xz—-5, ze(—o0;—1);y=56zx—1, z€(-1;1); y=—-x+5, z € (1;00)

b) y=0, z € (— oo()), y =2z, x € (0;00)

c)y=—-x+1, z€(-3;1); y=x—1, z € (1;00)
2. a)y=2(x—1)*-8,V[1;-8], P[-1;0], P»[3; 0], Q[0; —6]

b) y = —(z —2)* +4,V(2;4], P1[0; 0], P[4; 0], Q[0; 0]
3. a)pée€ (—oo;—2)

b) pe€ ( 00)
4. a) (—3;00)

b) a:GR x#0

c) (—o0;0)

d) (—o0;—1) U (2;00)

e) (—oo;4)

f) (1;00)

g) (0;3)

h) (0;1)
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Kapitola 4.4
1.
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%W+2kﬂ Vv %ﬂ—i—Zlm, keZ
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71

b) —1/2
c) 3/4

Kapitola 5.2
1. a)3maz®-7
(3: + 22 — 1)

3.20—-9y+1=0

4. 152 —y+45=0, 6x+y =0, 10z —y

Kapitola 6.1
1. a) 11 —-10:

b) =1+
c)i/2
d) i
e) 1
f) 5 —
2. a)2+z
b) —13/2 + 13i/2
c) =5+ 5i
3. Plati
4.2 430, 2~ 3i
5. a)z=5/4,y=1/2
b) x =9,y =13
c)r=1y=>5
6.4+3i, |2| =5
7. z€eR

8. a) V2(cos(—m/4) + isin(—n/4))
b) 2(cos7 + isinm)
c) 5(cos(m/2) + isin(m/2))
d) v2(cos(37/4) + isin(37/4)

e) @(cos(—37r/4) + isin(—3m/4)
S V3/2+i0/2

Ne)

Kapitola 6.2

—-20=0
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1. a) z1zea=—1+V3i; 21/20=9+9V3 i
b) 2122 = 12i; 21/2 = (V3 — 1)
2. a)8
b) —1/2 —+/3i/2
3. —V2
4. a) —1+i
b) —3 =+ 4i
5. a)l, 4, —1, —i
b) 3 —H(L- V), ~L(1+ V)
c) 2i,—2i, V3+i, =341, V3—i, —/3—i
Kapitola 7.1
1. a) —82
b) 35
c) —1
d) 11
e) 2, 10
2.a1=3,d=6
3. 37 ¢lent
4.d=3% k=14
5. a) %,—2, nebo — %,2
b) 4,3, nebo 108,
c) 8, 12240
d) 5, 2
6. 10, 20, 40, 80, 160, 320
7.q= %
8. 4095 K¢

Kapitola 7.2

1. S:@; re (-7 +km+kn), kecZ

2. x € {—6,4}

3. 2a®

4. an:q":%n

5. x# S A\x 37”, pak dostaneme sin2x = 1= x € {%,%’r
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